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СИСТЕМ ПІД ДІЄЮ ЗОВНІШНЬОГО ВІБРАЦІЙНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
Актуальність теми дослідження. Застосування вібраційної технології вимагає поглибленого вивчення фізич-

них явищ, які виникають у різних коливальних системах, з метою визначення оптимальних параметрів вібраційного 
обладнання для підвищення ефективності технологічних процесів. 

Постановка проблеми. Дія вібрації в нелінійних механічних системах приводить до появи фізичних явищ, які  
можуть мати як корисний, так і небезпечний характер. Необхідність пояснення і математичного опису ряду своє-
рідних фізичних явищ, пов’язаних із дією вібрацій на механічні системи, дозволяє розробляти перспективні матема-
тичні методи розрахунку складних коливальних систем. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У більшості праць на базі розроблених окремих математичних мо-
делей було розглянуто вплив вібрацій на механічні системи, які дозволили теоретично дослідити процес синхроніза-
ції і області стійкості коливальних систем.  

Виділення недосліджених частин загальної проблеми. У наукових працях відсутній єдиний універсальний ма-
тематичний метод, який дозволяє теоретично досліджувати коливальні системи на умову стійкості й рівноваги. 

Постановка завдання. Метою статті є розробка універсального математичного методу для визначення умо-
ви стійкості й положень рівноваги коливальних систем під дією зовнішнього вібраційного навантаження. 

Виклад основного матеріалу. За інтегральною умовою Пуанкаре-Ляпунова на базі диференціальних рівнянь ру-
ху й відомих критеріїв оптимальності квазіконсервативних систем були визначені положення квазірівноговаги ко-
ливальних систем. 

Висновки відповідно до статті. Для коливальної системи у вигляді фізичного маятника з вібруючою віссю, 
математично описано фізичне явище «відведення», що характеризується зміщенням елементів коливальної систе-
ми від аналогічних положень рівноваги без накладання зовнішніх вібрацій. Досліджено ефект самосинхронізації для 
коливальної системи, що представлена у вигляді незрівноважених роторів на вібруючій основі. 

Ключові слова: вібрації; коливальна система; стійкість; екстремум; рівновага; оптимальність; синхронізація. 
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Актуальність теми дослідження. Вібраційна техніка й технологія, яка представлена у 
вигляді коливальних систем, з кожним роком розширює сфери свого застосування й посідає 
всебільш міцні позиції в різних галузях промисловості, будівництва, транспорту та сіль-
ського господарства [1]. Застосування вібраційної техніки дає змогу корінним чином удо-
сконалити традиційні технологічні процеси [2]. Зростаючі вимоги до ефективності вібра-
ційної техніки вимагають поглибленого вивчення фізичних закономірностей впливу вібра-
ції на хід технологічних процесів і подальшого розвитку питань вібраційної технології. 

Постановка проблеми. Незважаючи на те, що фізичні коливальні системи неліній-
ні, ряд задач теоретичного дослідження коливань механічних систем може бути успіш-
но розглянуто в лінійній постановці, тобто без урахування нелінійних факторів [2]. Дія 
вібрації в нелінійних механічних системах призводить до своєрідних, часто несподіва-
них явищ [1]. Ці явища, з одного боку, можуть бути використані в технології і лежать в 
основі принципів дії ряду високоефективних машин; з іншого – ті ж самі явища можуть 
бути причиною небажаних і небезпечних ситуацій [1]. Вимоги розвитку і вдосконален-
ня вібраційної техніки вимагає необхідність пояснення і математичного опису ряду 
своєрідних фізичних явищ, пов’язаних із дією вібрацій на механічні системи, що пред-
ставлені у вигляді коливальних систем. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У статті [3] для вивчення характеристик 
синхронізації коливальної системи застосовано метод усереднення малих параметрів, 
який дозволив отримати рівняння балансу та критерій стійкості системи. 

У роботі [4] на базі диференціальних рівнянь руху механічної системи сформульо-
вана узагальнена задача вібраційної нелінійної механіки в розв’язку неврівноважених 
твердих тіл. Розглянуто окремий випадки: ефект Зоммерфельда, явище стійкості верх-
нього положення маятника на вібруючій основі, ефект «застрягання» маятників на ре-
зонансних частотах, явища автоматичного балансування роторів. 

Виділення недосліджених частин загальної проблеми. Окремою частиною в тео-
рії вібраційних процесів і машин [5] є теоретичне дослідження явищ, що виникають під 
час дії вібрації в нелінійних коливальних системах. До таких явищ відносяться зник-
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нення колишніх і поява нових положень рівноваги і видів руху коливальної системи, 
зміна характеру положень рівноваги (тобто їхньої стійкості або нестійкості) [4; 5]. Та-
кож можна ще зазначити явище вібраційного зв’язку, зокрема, самосинхронізацію нев-
рівноважених роторів [3; 5]. 

Постановка завдання. Метою статті є розробка математичного методу теоретично-
го дослідження поведінки коливальних систем, які представлені у вигляді фізичного 
маятника і незрівноважених роторів для виявлення умови стійкості й рівноваги цих ме-
ханічних систем. 

Виклад основного матеріалу. Для з’ясування ефекту впливу на коливальні системи та 
механізми під дією вібраційного навантаження, розглянемо поведінку фізичного маятника 
з віссю, вібруючої в двох взаємоперпендикулярних напрямках за гармонійним законом із 
деякою частотою ω (рис. 1). Нехай вісь підвісу маятника здійснює коливання за законом: 

( ) sin( ), ( ) cos( )x t H t y t G tω ω θ= = + ,    (1) 

де G і H – амплітуди коливань відповідно у вертикальному і горизонтальному напрям-
ках; θ – зсув фаз коливання. 

Тоді рух фізичного маятника описується диференційним рівнянням: 

( )2sin cos( )sin( ) sin cos( ) 0I mgl ml H t G tϕ ηϕ ϕ ω ϕ ω ϕ ω θ+ + + − + =  ɺɺ ɺ ,  (2) 

де φ – кут відхилення маятника від нижнього вертикального положення; І – момент 
інерції фізичного маятника; m – маса фізичного маятника; l – відстань від центра мас 
фізичного маятника; g – прискорення вільного падіння; η – коефіцієнт в’язкого опору. 

 
Рис. 1. Розрахункова схема фізичного маятника з вібруючою віссю обертання 

Розв’яжемо цю задачу методом Пуанкаре-Ляпунова [5; 6]. Складемо вираз для кіне-
тичної і потенціальної енергії системи: 

2 2 21 1
( ),

2 2
ПK C CE I m x y E mgycϕ= + + =ɺ ɺ ɺ ,   (3) 

де sin , cosС Cx x l y y lϕ ϕ= − = −  – координати центра ваги маятника С, I – момент 

інерції відносно центра ваги, а координати осі підвісу x(t) і y(t) визначаються формула-
ми (1). Із рівнянь (3) визначаємо Лагранжіан [6; 7]: 

( )2 2 21 1
2 ( cos sin ) cos

2 2K ПL E E I m x y l x y mg y lϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = + + − − − −  ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ , (4) 

де 2
0I I ml= + – момент інерції маятника відносно осі підвісу. 



ТЕХНІЧНІ НАУКИ ТА ТЕХНОЛОГІЇ № 2 (12), 2018 
 

TECHNICAL SCIENCES AND TECHNOLOGIES 

27 

За умовою Пуанкаре-Ляпунова [6–8] стійким у першому наближенні рухам будуть 
відповідати екстремальні точки функції L. Тоді нам необхідно знайти таку функцію, 

щоб 
*( ) min ( )L Lϕ ϕ

ϕ
=
∈Γ

ɺ ɺ
ɺ

, де Γ = ∅  і 
nRΓ∈ . Для цього знаходимо: 

( )( )
( cos sin ) 0, ( cos sin ) /

L
I lm x y lm x y I

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

∂
= − − = ⇒ = −

∂

ɺ
ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ

. 

Тоді 

( )
2 2 2

2 2( cos sin )
min ( ) cos

2 2

m l x y m
L x y mgy mgl

I

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ
−

= − + + − +
∈Γ

ɺ ɺ
ɺ ɺ ɺ

ɺ
.  (5) 

Рівняння (1) підставляємо у функцію (5): 

( )

( )( )

2 2
2

2 2 2 2 2 2

min ( ) ( cos cos sin( ) sin )
2

cos sin ( ) cos .
2

m l
L H t G t

I

m
H t G t mgy mgl

ϕ ω ω ϕ ω ω θ ϕ
ϕ

ω ω ω ω θ ϕ

= − + + +
∈Γ

+ + + − +

ɺ
ɺ

  (6) 

Згідно з інтегральною ознакою стійкості Пуанкаре-Ляпунова [6; 9] для системи сла-

бозв’язаних квазіконсервативних об’єктів, якщо функція ( )ϕΛ ɺ , що являє собою серед-

нє значення Лагранжіана m in ( )L ϕ
ϕ∈Γ

ɺ
ɺ

 має в точці 0 0
1 1 , ..., n nϕ ϕ ϕ ϕ= =ɺ ɺ ɺ ɺ  мінімум чи макси-

мум, тоді така точка визначає стійке по першому наближенню періодичний розв’язок, 

інші стаціонарні точки функції ( )ϕΛ ɺ  вимагають спеціального розгляду. 
Тоді із рівняння (6): 

( ) ( )
2 22 2

0

21 1
min ( ) ( cos cos sin( )sin )

2 2 20

m l
L dt H t G t

I

ππ
ϕ ϕ ω ω ϕ ω ω θ ϕ

ϕπ π
Λ = = − + + +∫ ∫

∈Γ





ɺ ɺ
ɺ

 

( )( )2 2 2 2 2 2cos sin ( ) cos
2

m
H t G t mgy mgl dtω ω ω ω θ ϕ + + + − + 

. 

Враховуючи, що: 

( )
2 2 21 1 1

sin( ) cos( ) 0; sin( ) cos( ) 0
2 2 20 0 0

t dt t dt t t dt
π π π

ω ω ω ω
π π π

= = =∫ ∫ ∫ , а 

21 12sin ( )
2 20

t dt
π

ω
π

=∫ , тоді отримуємо: 

( ) ( )
2 2 22 2 2

0

1
min ( ) cos 2 2 sin 2 sin cos ,

2 8

m l
L dt G H HG mgl C

I

π

ϕ

ω
ϕ ϕ ϕ ϕ θ ϕ

π ∈Γ
Λ = = − + + +∫  

 ɺ

ɺ ɺ

де ( )
2

2 2 2 1

4 8

ml
C m G H mgy

I
ω= + − −

 
 
 

 – деяка стала, що не залежить від кута φ і яка 

не суттєва для подальшого дослідження. 
Приймемо такі позначення: γ – кут зовнішніх амплітуд коливання осі обертання фі-

зичного маятника, 
2 2 2 2

cos , sin
G H

G H G H
γ γ

+ +
= = ,

( ) 2 2
( )0

4

2

V G H
I

mlω
= − + . 
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Узагальнюючи вищенаведені енергетичні залежності, можна ввести потенціальну 
функцію:  

( ) [ ]
2

0
0

1 1
min ( ) cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 sin cos .

2 2
D L dt V mgl

π
ϕ ϕ ϕ γ ϕ γ θ ϕ

ϕπ
= Λ = = − + −∫

∈Γ
ɺ ɺ

ɺ
 (7) 

За оптимальною ознакою стійкості, запропонованій Т. Г. Стрижаком [6; 10], для сис-

тем із динамічним збудженням якщо в деякій точці 0 0
1 1 , ..., n nϕ ϕ ϕ ϕ= =ɺ ɺ ɺ ɺ  функція

( )D ϕ= Λ ɺ  має грубий мінімум, тоді цій точці при достатньо малих значеннях 1ϕɺ  від-

повідає стійка квазірівновага системи. Тоді із рівняння (7) при 
1

2
θ π= : 

( )

( )( )

0

*

*

0

1
cos cos

2

1
sin 2 sin 0

2

V mgl
D

V mgl

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ γ ϕ

ϕ ϕ

ϕ γ ϕ

=

=

∂ − − −
∂

= =
∂ ∂

= − − + =

     

   (8) 

( )

( )( )

2
2 0

2 2
*

*

0

1
cos cos

2

1
cos 2 cos 0.

2

V mgl
D

V mgl

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ γ ϕ

ϕ ϕ

ϕ γ ϕ

=

=

∂ − − −
∂

= =
∂ ∂

= − + >

     

   (9) 

Для початку давайте розглянемо випадок, коли прискорення вільного падіння g на-
стільки мала в порівнянні із прискоренням вібрації Аω2, що нею можна знехтувати. По-
ложення квазірівноваги із рівняння (8): 

*sin 2( ) 0ϕ γ− = ,      (10) 

а умова стійкості із рівняння (9): 
*cos 2( ) 0ϕ γ− > .     (11) 

Таким чином із рівняння (10) ми отримали два положення рівноваги: 
* *
1 2,ϕ γ ϕ γ π= = + .      (12) 

Із рівняння (11) отримуємо умову рівноваги для кутів 
*ϕ : 

*

2

π
ϕ γ> ± . 

Якщо вібрація осі обертання фізичного маятника буде дорівнювати нулю (ω=0), при ві-

льному коливанні (g≠0), тоді положення рівноваги буде також дорівнювати нулю 
*
0 0ϕ = . 

Звідси випливає, що дія вібрації зводиться до того, що маятник ніби притягується до 

положень * *
1 2,ϕ γ ϕ γ π= = + . Явище притягання до вказаних положень називається 

«відведення» (зміщення від правильного положення) елементів коливальної системи. 
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Також відомо, що під дією вібраційного навантаження на коливальні системи, які явля-
ють собою два або більше кінематично і електрично не зв’язаних між собою роторів, вста-
новлених на загальній рухомій платформі й приводяться в рух від незалежних асинхронних 
двигунів, виникає ефект самосинхронізації. Цей ефект полягає в синхронному обертанні, 
тобто з однаковими або кратними середнім кутовим швидкостям і з визначеними взаємни-
ми фазами. Розглянемо самосинхронізацію двох номінально однакових дебалансних вібро-
збуджувачів на вібруючій платформі масою М із однією степеню вільності (рис. 2) за 
умови, що m1e1ω2=m2e2ω2=meω2. Дебалансні віброзбуджувачі складаються із збуджуючих 
роторів масою m1, m2 і з ексцентриситетом е1, е2 з фазою обертання φ1 і φ2 відповідно. Рухо-
ма платформа зв’язана з нерухомою основою пружним елементом жорсткістю cx. 

 
Рис. 2. Розрахункова схема коливальної системи із дебалансними  

механічними віброзбуджувачами 
Рівняння коливання платформи під час обертання неврівноважених роторів опису-

ється рівнянням: 
2

1 2cos( ) cos( ) .xMx c x m t tεω ω α ω α+ = + + +  ɺɺ ɺ    (13) 

Розв’язок цього рівняння відповідає встановленим вимушеним коливанням платфор-
ми і має вид [11; 12]: 

2

1 22 2
0

cos( ) cos( )
m

x t t
M

ω ε
ω α ω α

ω ω
= − + + +

−

        
,   (14) 

де ω2
0=cx/M – частота власних коливань рухомої платформи. 

Розв’яжемо цю задачу також методом Пуанкаре-Ляпунова [6; 10]. Складемо вираз 
для кінетичної і потенціальної енергії системи: 

2 21 1
,

2 2K ПE Mx E c xx= =ɺ .     (15) 

Із рівнянь (14) і (15) визначаємо Лагранжіан: 

2 21 1

2 2K ПL E E Mx c xx= − = −ɺ .    (16) 

За умовою Пуанкаре-Ляпунова [6] стійким у першому наближенні рухам будуть 
відповідати екстремальні точки функції L. Тоді нам необхідно знайти таку функцію, 

щоб *( ) min ( )L x L x
ϕ

=
∈Γ

ɺ ɺ
ɺ

, де Γ = ∅  і nRΓ ∈ . Для цього знаходимо: 

( )
0

L x
Mx

x

∂
= =

∂

ɺ
ɺ

ɺ

, 

звідки визначаємо 0x =ɺ . 
Тоді із рівняння (14) і (16): 

( ) [ ]
24 2

1 2 20
min ( ) cos( ) cos( )1 22

2 2
2 2

0

m
L x c x t tx

M

εω ω
ω α ω α

ϕ

ω ω

= − = − + + +
∈Γ

−
 
 
 

ɺ

ɺ

.  (17) 
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Згідно з інтегральною ознакою стійкості Пуанкаре-Ляпунова [6; 10; 12] для системи 
слабозв’язаних квазіконсервативних об’єктів, якщо функція ( )ϕΛ ɺ , що являє собою се-

реднє значення лагранжіана m in ( )L x
ϕ∈Γ

ɺ
ɺ

 має в точці 0 0
1 1 , ..., n nx x x x= =ɺ ɺ ɺ ɺ  мінімум чи макси-

мум, тоді така точка визначає стійке по першому наближенню періодичний розв’язок, 
інші стаціонарні точки функції ( )xΛ ɺ  вимагають спеціального розгляду. 

Тоді із рівняння (6): 

( )
( )

( ) [ ]
24 22 2 21 1 0min ( ) cos( ) cos( )1 220 0 2 22 2 2

0

m
x L x dt t t dt

M

π π εω ω
ω α ω α

ϕπ π ω ω

Λ = = − + + +∫ ∫
∈Γ

−

 
 
 
  

ɺ ɺ
ɺ

. 

Враховуючи, що: ( )
2

1 2 1 2
0

1
cos( )cos( ) cos( )

2
t t dt

π
ω α ω α α α

π
+ + = −∫ ; 

2 2

0

1 1
cos ( )

2 2
t dt

π
ω

π
=∫  отримуємо: 

( )
( )

( ) [ ]
24 2

21 0
min ( ) cos( )1 220 2 22

0

m
x L x dt C

M

π εω ω
α α

ϕπ ω ω

Λ = = − − +∫
∈Γ

−

ɺ ɺ
ɺ

, 

де 

( )
( )24 2

0
22 2

0
2

m
C

M

εω ω

ω ω
= −

−
 – деяка стала, що не залежить від координати x і яка не 

суттєва для подальшого дослідження. 
Узагальнюючи вищенаведені енергетичні залежності, можна ввести потенціальну 

функцію: 

( )
( )

( ) [ ]
24 2

21 0
min ( ) cos( )1 220 2 22

0

m
D x L x dt

M

π εω ω
α α

ϕπ ω ω

= Λ = = − −∫
∈Γ

−

ɺ ɺ
ɺ

.  (18) 

За оптимальною ознакою стійкості, запропонованій Т. Г. Стрижаком [6; 10], для си-

стем із динамічним збудженням якщо в деякій точці 0 0
1 1 , ..., n nx x x x= =ɺ ɺ ɺ ɺ  функція

( )D x= Λ ɺ  має грубий мінімум, тоді цій точці при достатньо малих значеннях 
1xɺ  відпо-

відає стійка квазірівновага системи. Тоді із рівняння (18): 

( )
( ) [ ]
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   (19) 
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Розв’язок рівняння (19) допускає два суттєво різні розв’язки: 

1 2 1 2, 0α α π α α− = − = .      (20) 

Обертання роторів, яке відповідає першому розв’язку, назвемо синфазним, а другому – 

протифазним. Для першого розв’язку потенційна функція ( )D x= Λ ɺ  згідно з виразом (18), 

має мінімум при ω<ω0, при ω>ω0 мінімум цієї функції відповідає другому розв’язку. Таким 
чином, із інтегрального критерію стійкості випливає, що до резонансного режиму відбува-
ється стійке синфазне обертання роторів, а після резонансного режиму – протифазне. 

Висновки відповідно до статті. 
1. Для коливальної системи у вигляді фізичного маятника з вібруючою віссю, за 

допомогою інтегральної ознаки стійкості Пуанкаре-Ляпунова, математично описано 
фізичне явище «відведення», що характеризується зміщенням елементів коливальної 
системи від аналогічних положень рівноваги без накладанння зовнішніх вібрацій. 

2. За допомогою інтегральної ознаки стійкості Пуанкаре-Ляпунова досліджено 
ефект самосинхронізації для коливальної системи, що представлена у вигляді незрівно-
важених роторів на вібруючій основі. 
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UDC 62-97/-98 
Yaroslav Ivanchuk 

MATHEMATICAL METHOD FOR DETERMINING STABILITY OSCILLATORY 
SYSTEMS UNDER THE INFLUENCE OF EXTERNAL VIBRATIONS 

Urgency of the research. The use of vibration technology requires in-depth study of the physical phenomena that occur 
in a variety of oscillatory systems. In order to determine the optimal parameters of vibrating equipment has increase the 
efficiency of processes. 

Target setting. The action of vibration in nonlinear mechanical systems leads to the appearance of physical phenomena 
that have both useful and negative properties. The necessity of explanation and mathematical description of a number of 
unique physical phenomena associated with the action of vibrations on mechanical systems makes it possible to develop 
promising mathematical methods for calculating complex oscillatory systems. 

Actual scientific researches and issues analysis. In most of the works, on the basis of the developed separate mathemat-
ical models, the influence of vibrations on mechanical systems was considered. These models made it possible to theoretical-
ly study the synchronization process and the stability region of vibrational systems. 

Uninvestigated parts of general matters defining. In scientific works there is no single universal mathematical method 
that allows to theoretically study oscillatory systems on the condition of stability and equilibrium. 

The research objective. The aim of the article is to develop a universal mathematical method for determining the stabi-
lity conditions and equilibrium positions of vibrational systems under the action of external vibration. 
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The statement of basic materials. For an integral condition of the Poincare-Lyapunov, on the basis of differential equations of 
motion and known optimality criteria quasiconservative systems position quasistability oscillatory systems have been identified. 

Conclusions. For oscillating system as a physical pendulum on the axis of the vibrating mathematically described phy-
sical phenomenon “retraction”. This phenomenon is characterized by a shift element of the oscillating system similar equi-
librium positions without imposing external vibrations. We investigated the effect of self-synchronization to the oscillating 
system, which is represented in the form of unbalanced rotors at a vibrating manner. 

Keywords: vibration; oscillating system; sustainability; extremum; equilibrium; optimality; synchronization. 
Fig.: 2. References: 12. 

УДК 62-97/-98 
Ярослав Иванчук 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 
КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНЕШНИХ ВИБРАЦИЙ 
Актуальность темы исследования. Применение вибрационной технологии требует углубленного изучения фи-

зических явлений, которые возникают в различных колебательных системах, с целью определения оптимальных 
параметров вибрационного оборудования для повышения эффективности технологических процессов. 

Постановка проблемы. Действие вибрации в нелинейных механических системах приводит к появлению физиче-
ских явлений, которые могут иметь как полезный, так и опасный характер. Необходимость объяснения и математи-
ческого описания ряда своеобразных физических явлений, связанных с действием вибраций на механические системы, 
позволяет разрабатывать перспективные математические методы расчета сложных колебательных систем. 

Анализ последних исследований и публикаций. В большинстве работ на базе разработанных отдельных ма-
тематических моделей было рассмотрено влияние вибраций на механические системы, которые позволили теоре-
тически исследовать процесс синхронизации и области устойчивости колебательных систем. 

Выделение неисследованных раннее частей общей проблемы. В научных трудах отсутствует единый уни-
версальный математический метод, который позволяет теоретически исследовать колебательные системы на 
условие устойчивости и равновесия. 

Постановка задачи. Целью статьи является разработка универсального математического метода для опре-
деления условия устойчивости и положений равновесия колебательных систем под действием внешних вибраций. 

Изложение основного материала. За интегральным условием Пуанкаре-Ляпунова, на базе дифференциальных 
уравнений движения и известных критериев оптимальности квазиконсервативных систем были определены поло-
жения квазиустойчивости колебательных систем. 

Выводы соответствии со статьей. Для колебательной системы в виде физического маятника с вибрирующей 
осью, математически описано физическое явление «увода», характеризующийся смещением элементов колебательной 
системы от аналогичных положений равновесия без наложения внешних вибраций. Исследован эффект самосинхрониза-
ции для колебательной системы, которая представлена в виде неуравновешенных роторов на вибрирующем основании. 

Ключевые слова: вибрации; колебательная система; устойчивость; экстремум; равновесие; оптимальность; 
синхронизация. 

Рис.: 2. Библ.: 12. 
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