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Коливання циліндричної оболонки з в’язкопружних композиційних матеріалів

Оболонки з композиційних матеріалів широко застосовуються у конструкціях різного призначення, зокрема в космічній, авіаційній, ракетній галузях. Перевагами таких оболонок перед однорідними є можливість забезпечення необхідних характеристик, у тому числі й вібраційних, шляхом зміни параметрів армування, що порівняно легко реалізується при виготовленні оболонок. Задачі динаміки циліндричних оболонок розглядались багатьма авторами [1-9], однак у більшості випадків матеріал оболонки вважався ідеально-пружним, і основна увага приділялась дослідженню спектрів власних частот. Між тим відомо, що неідеально-пружні властивості матеріалу, крім того, що в основному визначають поведінку конструкції при вимушених коливаннях, також суттєво впливають і на спектральні характеристики.

У даній роботі розглядається оболонка циліндричної форми, виготовлена з шарів армованого волокнами в'язкопружного матеріалу (рисунок 1).
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Рисунок 1 – Оболонка із композиційного матеріалу – а); структура матеріалу – б)

Будемо вважати, що кожен шар армований двома сімействами волокон під кутами 
[image: image2.wmf]a

+

 і 
[image: image3.wmf]a

-

 до осі оболонки, що дозволить розглядати кожен шар як ортотропний з матрицею в'язкопружних операторів Больцмана-Вольтерра [10]
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Математична модель композиційного матеріалу будується шляхом аналізу взаємодії компонентів з відомими фізичними залежностями [11].

Для одержання рівнянь коливань оболонки скористаємось гіпотезами Кірхгофа-Лява для пакета шарів у цілому. Будемо вважати оболонку тонкостінною, отже зміною метрики по товщині можна нехтувати.

Таким чином, кожний з шарів визначається товщиною, коефіцієнтом і кутом армування, а також положенням відносно координатної поверхні з радіусом 
[image: image5.wmf]R

. 

Переміщення і деформації, у точках оболонки, що лежать на відстані 
[image: image6.wmf]z

 від координатної поверхні, визначаються формулами
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де 
[image: image8.wmf]u

 – вектор переміщень точок координатної поверхні у напрямках осей координат 
[image: image9.wmf]z

y

x
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; 
[image: image10.wmf]z

z

u
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e

 – вектори деформацій і переміщень точок, які лежать на відстані 
[image: image11.wmf]z

 від координатної поверхні
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 – матриці диференціальних операторів
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Рівняння коливань одержано з варіаційного рівняння Гамільтона-Остроградського [12]
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де 
[image: image19.wmf]W
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 – відповідно варіації потенціальної, кінетичної енергії та роботи зовнішніх сил, 
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 – узагальнені переміщення та їх швидкості,
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[image: image22.wmf]S

p

 – поверхневі навантаження, приведені до координатної поверхні 
[image: image23.wmf]S

; 
[image: image24.wmf]r

 – густина матеріалу.

Після підстановки у (5) і (6) переміщень, напружень і деформацій одержимо рівняння динаміки оболонки
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де 
[image: image26.wmf]*
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 – інтегродиференціальні оператори
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 – жорсткості шарів, 
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 – маса одиниці площі,
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Розглянемо вільні коливання оболонки, шарнірно закріпленої на торцях. В'язкопружні властивості матеріалів обумовлюють затухання коливань і комплексність власних форм коливань.

Розв'язок системи (7) при 
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 розшукуємо у вигляді
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де 
[image: image38.wmf]w

 – комплексна частота коливань; 
[image: image39.wmf]w

v

u

,

,

 – комплексні коефіцієнти, відповідні частоті 
[image: image40.wmf]w

.

Після підстановки розв'язку (10) у рівняння (7) одержимо систему алгебраїчних рівнянь відносно комплексних векторів
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де 
[image: image43.wmf]M

 – матриця мас; 
[image: image44.wmf])

(

w

K

 – комплексна матриця жорсткості.

Компоненти матриць у відповідності з прийнятою апроксимацією переміщень (10) матимуть вигляд
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де 
[image: image51.wmf]ij
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 –  комплексні жорсткості, які визначаються за формулами (9), причому 
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 у цих формулах будуть комплексними величинами.

Задача визначення частот коливань, у зв'язку із залежністю матриці 
[image: image53.wmf])
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 від частоти, є нелінійною. У загальному випадку частотної залежності ця задача не досліджена.

Для частотної залежності розсіяння енергії рівняння вільних коливань (12) матиме вигляд
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Помножимо (14) зліва на 
[image: image55.wmf]H

q

 – транспонований, комплексно спряжений вектор, відповідний вибраній формі коливань,
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Звідси 
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Коефіцієнт затухання, відповідний кожній з власних частот, визначається за формулою [13]
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а декремент коливань –
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Таким чином, коефіцієнт затухання і декремент коливань для визначеної форми коливань можна визначити за формулами
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Наближені значення цих величин можна одержати, використовуючи форми коливань відповідної ідеально-пружної конструкції. У цьому випадку матимемо
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Зазначимо, що така заміна потребує обґрунтування у кожному конкретному випадку, оскільки величини 
[image: image62.wmf]h

 і 
[image: image63.wmf]d

 можуть бути чутливими до форми коливань [14].

Нагадаємо, що формули (19), (20) справедливі тільки для частотно незалежного розсіяння енергії. Очевидно, при слабкій залежності комплексних модулів матеріалу від частоти, розділивши частотний діапазон на частини і приймаючи модулі у кожному з діапазонів сталими, можна одержати достатньо хороші наближення до дійсних частот і декрементів коливань у широкому частотному діапазоні, розглядаючи таку матрицю
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де 
[image: image65.wmf]i

w

 – частота, вибрана для і-го діапазону.

Якщо залежність від частоти є явно вираженою, доцільно використати розглянутий нижче ітераційний процес для визначення коренів характеристичного рівняння матриці 
[image: image66.wmf])
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Визначаються власні вектори і числа комплексної матриці
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де 
[image: image68.wmf]0

w

 – задана початкова частота (у загальному випадку – комплексна).
Після цього вибирається необхідна для аналізу форма коливань (власний вектор матриці 
[image: image69.wmf])
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Z

), і реалізується процес ітераційного наближення до частоти, яка є власною для матриці (21).

Послідовність ітераційного процесу є такою (рисунок 2):
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Рисунок 2 – Схема ітераційного процесу

При необхідності цей процес можна організувати одночасно для визначення усіх власних чисел матриці (21). Зазначимо, що одночасно з частотами визначаються і відповідні форми коливань.

Запропонований ітераційний процес можна розглядати як варіант методу простої ітерації [15] для нелінійного рівняння 
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, якщо врахувати, що величина власних чисел матриці є неперервною функцією її компонент [16].

Альтернативним варіантом є визначення власних чисел за допомогою методу Мюллера [17]. Для визначення форм коливань у цьому випадку необхідно шукати розв'язки системи рівнянь (12) для кожної із заданих частот.
На рисунку 3 наведені залежності частоти і декремента коливань оболонки від кута армування для трьох значень коефіцієнта армування при подовжніх, згинальних і крутильних коливаннях. Результати розрахунку свідчать про суттєвий вплив кута армування як на власні частоти, так і на декремент коливань. Для порівняння на рисунку 4 наведені аналогічні залежності для частотно-незалежного розсіяння енергії. Як видно, ігнорування залежності комплексних модулів від частоти приводить до кількісних і якісних відмінностей, у першу чергу для декрементів коливань (частоти коливань змінюються у меншій мірі).

 Вхідні дані для розрахунку приймались такими:

· довжина оболонки  L = 2 м;

· радіус R = 0.5 м;

·  параметри форми коливань 
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,

2

1

R

n

k

L

m

k

=

p

=

   (m = 1, n = 0 –  перша симетрична форма);

· густина матеріалів ( = 
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· товщини шарів h1 = h2 = h3 = h4 = 
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Рисунок 3 – Залежності декрементів 
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(рад) для коефіцієнта армування: а) е = 0.01;

 б) е = 0.6; в) е = 0.99; (
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– крутильні коливання) при частотно-залежному розсіянні енергії
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Рисунок 3 – Залежності декрементів 
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(рад) для коефіцієнта армування: а) е = 0.01;

б) е = 0.99; (
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Кути і коефіцієнти армування  (відношення об'ємної частки основи до об'ємної частки армуючого матеріалу) приймались однаковими для усіх шарів. Залежності комплексних модулів матеріалів основи і армуючих волокон зображені на рисунку 5.
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Рисунок 5 – Залежності компонент комплексних модулів о і декрементів коливань 
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 для матеріалу основи (М1) і армуючого матеріалу (М2) від частоти

Результати аналізу коливань оболонки з композиційного матеріалу свідчать про необхідність врахування частотної залежності комплексних модулів, а також про ефективність запропонованої методики розрахунку.
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