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Показано можливість розрахунку поверхневого імпедансу феромагнітного середовища на основі універсальних апрок-
симацій модуля та аргументу комплексної магнітної проникності. Побудовані сімейства коефіцієнтів поверхневого 
імпедансу для різних конструкційних матеріалів та проведено їх аналіз. 
 
Показана возможность расчета поверхностного импеданса ферромагнитной среды на основе универсальных аппрок-
симаций модуля и аргумента комплексной магнитной проницаемости. Построены семейства коэффициентов по-
верхностного импеданса для различных конструкционных материалов и проведен их анализ. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
На практике часто возникают задачи, связанные 

с оценкой поведения объектов из конструкционной 
стали в переменных электромагнитных полях. Одним 
из наиболее характерных примеров может служить 
классическая задача расчета потерь, возникающих в 
стальной конструкции под действием поля, которая в 
конечном итоге сводится к расчету поверхностного 
импеданса ферромагнитной среды. Однако, решение 
подобных проблем представляет значительную слож-
ность, поскольку в данном случае мы имеем дело с 
проявлением поверхностного эффекта, следовательно, 
необходимо учитывать существенно нелинейные гис-
терезисные процессы, протекающие в стали при ее 
перемагничивании. 

Поверхностным импедансом среды называется 
отношение амплитуды напряженности электрическо-
го поля на поверхности ферромагнитного тела к ам-
плитуде напряженности магнитного поля: 
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Так как поверхностный импеданс является ком-
плексным числом, то он может быть представлен в 
виде суммы активной и реактивной составляющих, и 
в случае распространения плоской электромагнитной 
волны в линейной проводящей полубесконечной сре-
де может быть найден из следующего соотношения: 
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где ω  – циклическая частота изменения поля, μ  – 
абсолютная магнитная проницаемость среды, γ  – 
удельная электрическая проводимость среды. 

Однако, рассмотрение ферромагнитной среды 
как линейной, когда магнитная проницаемость счита-
ется постоянной и не зависящей от напряженности 
магнитного поля, не позволяет учитывать потери на 
гистерезис, поэтому поверхностный импеданс реаль-
ной ферромагнитной среды находят по формуле [1, 2]: 
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где )0(μ  – магнитная проницаемость на поверхности 
среды, Rk  и Xk  – коэффициенты поверхностного 
импеданса, показывающие, во сколько раз изменяют-
ся соответсвенно активная и реактивная составляю-
щие поверхностного импеданса данной нелинейной 
ферромагнитной среды по сравнению с линейной сре-
дой с теми же значениями магнитной проницаемости 
и напряженности магнитного поля на поверхности.  

В реальных ферромагнетиках величина магнит-
ной проницаемости и коэффициенты поверхностного 
импеданса сильно зависят от напряженности магнит-
ного поля. По Нейману 4.1≈Rk .  

Удельные потери в ферромагнитном полупро-
странстве пропорциональны Rk  и равны [1,2]: 
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где )0(2
1mH  – напряженность магнитного поля на по-

верхности ферромагнитной среды.  
 

РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТОВ  
ПОВЕРХНОСТНОГО ИМПЕДАНСА 

При рассмотрении процессов симметричного пе-
ремагничивания принято пользоваться так называемой 
комплексной магнитной проницаемостью материала по 
первой гармонике [2]. Комплексная магнитная прони-
цаемость определяется как отношение амплитуды пер-
вой гармоники индукции магнитного поля к амплитуде 
первой гармоники напряженности. Следует помнить, 
что введение комплексной магнитной проницаемости 
соответствует замене петли гистерезиса эквивалент-
ным по площади эллипсом, соотвественно, кривые ин-
дукции и напряженности заменяются синусоидами. 
Комплексная магнитная проницаемость позволяет 
учесть потери на гистерезис и как функция амплитуды 
напряженности первой гармоники магнитного поля 

mH1  может быть представлена в виде [2, 3]: 
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где )( 11 mHμ  – модуль комплексной магнитной про-
ницаемости, )( 11 mHψ  – аргумент комплексной маг-
нитной проницаемости. Для расчета коэффициентов 
поверхностного импеданса необходимо знать нели-
нейные зависимости )( 11 mHμ  и )( 11 mHψ .  

Авторы статьи для получения модуля и аргумен-
та комплексной магнитной проницаемости пользова-
лись универсальными аппроксимациями модуля и 
аргумента комплексной магнитной проницаемости 
конструкционных сталей по первой гармонике. Осно-
вы такого подхода рассмотрены в [4] и получили 
дальнейшее развитие в работе [5] поэтому перейдем к 
рассмотрению самих аппроксимаций. 

Универсальная аппроксимация модуля комплек-
сной магнитной проницаемости для конструкционных 
сталей и других магнитомягких материалов имеет вид 
(нормировка максимума на единицу):  
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где )_( *Hμ  – относительное нормированное безраз-
мерное значение модуля комплексной магнитной 
проницаемости, зависящее от безразмерного норми-
рованного значения напряженности магнитного поля 

mm HHH μ= 1*  ( mHμ  – абсолютное значение ампли-
туды напряженности поля по первой гармонике, при 
котором относительная магнитная проницаемость по 
первой гармонике 1μ  достигает максимального зна-
чения mμ ), n_μ  – относительная нормированная без-
размерная начальная магнитная проницаемость по 
первой гармонике, nμ  – относительная начальная 
магнитная проницаемость по первой гармонике, 0K  – 
поправочный коэффициент, вычисляемый из соотно-
шения (7), )( *Hk  – поправочная функция, вычисляе-
мая из соотношения (11), 0μ  – магнитная постоянная, 

sB  – индукция насыщения материала, 1sB  – индук-
ция насыщения по первой гармонике. 

Переход от универсальной аппроксимации (6) к 
реальной зависимости модуля комплексной магнит-
ной проницаемости по первой гармонике от амплиту-
ды напряженности первой гармоники магнитного по-
ля производится из соотношения: 
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где )( 11 mHμ  – абсолютное значение модуля ком-
плексной  магнитной   проницаемости,   зависящее  от 

амплитуды напряженности первой гармоники маг-
нитного поля mH1 . 

Функция (6), предложенная в качестве аппрок-
симации модуля комплексной магнитной проницае-
мости, имеет следующие особенности и достоинства: 

1) данная аппроксимационная зависимость мо-
жет быть применена для большого количества конст-
рукционных сталей и других магнитомягких материа-
лов, поскольку является универсальной; 

2) зависимость (6) представляет собой гладкую 
неразрывную кривую, что дает возможность при про-
ведении различных расчетов применять методы, в 
которых необходимо дифференцировать зависимость 

)( 11 mHμ ; 
3) в качестве исходных параметров для по-

строения зависимости )( 11 mHμ  для каждого конкрет-
ного конструкционного материала необходимо знать 
величины только табличных характеристик материа-
ла, таких как nμ , mμ , mHμ и sB ; 

4) аппроксимация обеспечивает строгое совпа-
дение 1μ  с кривой для реального материала  (соглас-
но (6) – (12)) в точках: 

– n__ μ=μ  при 0* =H , что на реальной кривой 
соответствует nμ=μ1  при 01 =mH  (совпадение 
обеспечивает поправочный коэффициент 0K ); 

– 1_ =μ  при 1* =H , что на реальной кривой со-
ответствует максимуму mμ=μ1  при mm HH μ=1 ; 

– 
mμ

→μ
1_  при ∞→*H , что на реальной кри-

вой соответствует 01 μ→μ  при ∞→mH1  (в зоне 
больших напряженностей магнитная проницаемость 
любого ферромагнетика должна стремиться к магнит-
ной проницаемости вакуума); 

– в остальных точках совпадение обеспечивается 
поправочной функцией )( *Hk .  

Проверка аппроксимации (6) проводилась для 
конструкционной стали Ст.3 согласно данным [6] и для 
электротехнических сталей в работе [5], при этом экс-
периментальные зависимости )( 11 mHμ  и зависимости, 
полученные при помощи рассмотренной выше аппрок-
симации, совпадали с большой степенью точности.  

Универсальная аппроксимация аргумента ком-
плексной магнитной проницаемости для конструкци-
онных сталей и других магнитомягких материалов 
может быть построена по следующим соотношениям 
(нормировка максимума на единицу): 
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где )_( **Hψ  – относительное нормированное без-
размерное значение аргумента комплексной магнит-
ной проницаемости, зависящее от безразмерного нор-
мированного значения напряженности магнитного 
поля mm HHH ψ= **1  ( mHψ  – абсолютное значение 
амплитуды напряженности поля по первой гармонике, 
при котором абсолютное значение аргумента ком-
плексной магнитной проницаемости по первой гар-
монике 1ψ  достигает максимального значения mψ ), 

n_ψ  – относительное нормированное безразмерное 
начальное значение аргумента комплексной магнит-
ной проницаемости по первой гармонике, nψ  – абсо-
лютное начальное значение аргумента комплексной 
магнитной проницаемости по первой гармонике, 

)(1 **Hk  – поправочная функция, вычисляемая из со-
отношения (15). 

Переход от универсальной аппроксимации (13) к 
реальной зависимости аргумента комплексной маг-
нитной проницаемости по первой гармонике от ам-
плитуды напряженности первой гармоники магнитно-
го поля производится из соотношения: 
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где )( 11 mHψ  – абсолютное значение аргумента ком-
плексной магнитной проницаемости. 

Функция (13), предложенная в качестве аппрок-
симации аргумента комплексной магнитной проницае-
мости, имеет следующие особенности и достоинства: 

1) данная аппроксимационная зависимость мо-
жет быть применена для большого количества конст-
рукционных сталей и других магнитомягких материа-
лов, поскольку является универсальной; 

2) зависимость (13) представляет собой гладкую 
неразрывную кривую, что дает возможность при про-
ведении различных расчетов применять методы, в 
которых необходимо дифференцировать зависимость 

)( 11 mHψ ; 
3) в качестве исходных параметров для по-

строения зависимости )( 11 mHψ  для каждого кон-
кретного конструкционного материала необходимо 
знать величины таких табличных характеристик ма-
териала: nψ , mψ , mHψ ; 

4) аппроксимация обеспечивает строгое совпа-
дение 1ψ  с кривой для реального материала  (соглас-
но (13) – (16)) в точках: 

– n__ ψ=ψ  при 0** =H , что на реальной кри-
вой соответствует nψ=ψ1  при 01 =mH ; 

– 1_ =ψ  при 1** =H , что на реальной кривой 
соответствует максимуму mψ=ψ1  при mm HH ψ=1 ; 

 

– 0_ →ψ  при ∞→**H , что на реальной кри-
вой соответствует 01 →ψ  при ∞→mH1  (в зоне 
больших напряженностей абсолютное значение аргу-
мента комплексной магнитной проницаемости стре-
мится к нулю); 

– в остальных точках совпадение обеспечивается 
поправочной функцией )(1 **Hk . 

Проверка аппроксимации (13) проводилась для 
конструкционной стали Ст.3 согласно данным [6], при 
этом было получено очень хорошее совпадение экс-
периментальной зависимости )( 11 mHψ  и зависимо-
сти, полученной при помощи рассмотренной выше 
аппроксимации (13). 

Как известно, процесс распространения плоской 
электромагнитной волны в проводящем полупро-
странстве описывается следующим уравнением в 
комплексной форме [1,2,3]: 

0)( 1112
1

2
=⋅μ⋅ω⋅− mm

m HHj
dx
Hd &&
&

,          (17) 

где ω  – циклическая частота первой гармоники поля, 
γ  – удельная электрическая проводимость ферромаг-
нетика; x  – координата, нормальная к поверхности 
ферромагнитного полупространства. 

Решение уравнения (17) в значительной степени 
осложняется наличием нелинейного коэффициента 

)( 11 mHμ&  – комплексной магнитной проницаемости 
по первой гармонике. В настоящее время для решения 
данного уравнения чаще всего используются числен-
ные методы с применением компьютеров либо метод 
Л.Р. Неймана. Однако любой из этих подходов имеет 
ряд недостатков – численные методы не дают воз-
можности делать аналитические обобщения и требу-
ют точного знания экспериментально снятых кривых 
намагничивания (или семейства петель гистерезиса) 
конкретного ферромагнитного материала, что воз-
можно далеко не всегда, а метод Л.Р. Неймана спра-
ведлив лишь в зоне глубокого насыщения материала и 
дает значительную погрешность в слабых полях. 

Способ аналитического решения уравнения (17), 
предложенный в работе [3], заключается в примене-
нии математического аппарата ВКБ-метода. Одним из 
неоспоримых преимуществ такого подхода является 
тот факт, что для построения решения на основе ВКБ-
метода нет необходимости рассматривать поведение 
электромагнитной волны в металле, а достаточно 
знать лишь величину напряженности поля и парамет-
ры среды на поверхности ферромагнетика. Ограни-
ченный объем данной статьи не позволяет полностью 
привести все математические выкладки, проделанные 
в [3], поэтому перейдем к рассмотрению полученных 
в этой работе результатов. 

Согласно [3], коэффициенты поверхностного им-
педанса могут быть найдены по следующим формулам: 
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В работе [3] приведены зависимости )( 1mR Hk  и 
)( 1mX Hk  для конструкционной стали Ст.3, построен-

ные по соотношениям (18) и (19) на основе приведен-
ных в [6] экспериментальных зависимостей )( 11 mHμ  

и )( 11 mHψ . Однако, при написании работы [3] расчет 
коэффициентов поверхностного импеданса представ-
лял собой сложную процедуру, связанную с необхо-
димостью графоаналитического определения произ-
водных в (18) и (19) по имеющимся опытным кривым 
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)( 11 mHμ  и )( 11 mHψ . 
Наличие же современных компьютеров и приме-

нение для расчета универсальных аппроксимаций 
модуля и аргумента комплексной магнитной прони-
цаемости по первой гармонике открывает новые воз-
можности использования ВКБ-метода для расчета 
коэффициентов поверхностного импеданса.  

Во-первых, возможно построение автоматизиро-
ванной методики расчета величин )( 1mR Hk  и 

)( 1mX Hk . Во-вторых, за счет универсальности при-
меняемых аппроксимаций можно легко рассчитывать 
коэффициенты поверхностного импеданса любой 
конструкционной стали или другого мягнитомягкого  
ферромагнетика путем изменения входящих в зави-
симости (6) – (16) табличных параметров ферромаг-
нитного материала. 

 
ПОСТРОЕНИЕ СЕМЕЙСТВ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ПОВЕРХНОСТНОГО ИМПЕДАНСА 
С помощью полученных выше формул было 

проведено построение семейств коэффициентов по-
верхностного импеданса с целью исследования пове-
дения последних в зависимости от параметров фер-
ромагнетика. В качестве опорных были приняты сле-
дующие параметры конструкционной стали Ст.3 (со-
гласно данным [6]): 16.0_ =μ n , 2.386=μmH  А/м, 

2.176=ψmH  А/м, 6.1551=μm , 16.2=sB  Тл, 
618.0_ =ψ n , 625.0=ψm  рад. 

Семейства коэффициентов строились в матема-
тическом пакете MathCad, при этом каждое семейство 
получалось путем изменения одного из параметров 
материала (кроме индукции насыщения sB , посколь- 
 
 

ку она очень незначительно отличается у различных 
конструкционных материалов), а остальные парамет-
ры при этом имели опорные значения. Результат по-
казан на рис. 1 и 2. 

1) рост максимального значения аргумента ком-
плексной магнитной проницаемости mψ  приводит к 
небольшому увеличению активной составляющей 
(рис. 1,г) и к сильному снижению реактивной сотав-
ляющей импеданса (рис. 2,г); 

2) рост относительной нормированной безраз-
мерной начальной магнитной проницаемости n_μ  
приводит к увеличению Rk  и Xk  на начальном уча-
стке (рис. 1,д и 2,д) при малых напряженностях поля, 
по мере роста напряженности поля величина n_μ  
перестает заметно влиять на поведение коэффициен-
тов поверхностного импеданса; 

3) увеличение n_ψ  влияет на величины Rk  и 

Xk  лишь на начальном участке в области слабых по-
лей (рис. 1,е и 2,е), причем Rk  увеличивается, а Xk  
уменьшается. 

Ввиду того, что величина mμ  оказывает значи-
тельное влияние на активную составляющую импе-
данса, было построено дополнительное семейство 
значений коэффициентов Rk  при разных значениях 

mψ  и 5000=μm . Это семейство показано на рис.3, из 
которого видно, что совместное увеличение mμ  и 

mψ  приводит к значительному росту Rk , который 
приближается к теоретическому максимуму, равному 
1.8834 [7].  
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Рис. 1. Коэффициент Rk  при активной составляющей поверхностного импеданса: 

а – при изменении mm HH ψμ  ( constH m =μ ), б – при изменении mm HH ψμ  ( constH m =ψ ), в – при изменении mμ ,  

г – при изменении mψ , д – при изменении n_μ , е – при изменении n_ψ  



Електротехніка і Електромеханіка. 2007. №2 69 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1
1.5
2
2.5
3

k X

μ 1  /μ m μ 0

H μ m /H ψ m  при  H μ m = 386 А/м

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1
1.5
2
2.5
3

k X

μ1  /μm μ0

H μ m /H ψ m при  H ψ m = 176 А/м

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

500
1000
1500
3000
5000

k X

μ 1  /μ m μ 0

μ m

а б в 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.3
0.6
0.9
1.2
1.3

k X

μ 1  /μ m μ 0

ψ m

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

k X

μ 1  /μ m μ 0

μ _n

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

k X

μ 1  /μ m μ 0

ψ _n

г д е 
Рис. 2. Коэффициент Xk  при pеактивной составляющей поверхностного импеданса: 

а – при изменении mm HH ψμ  ( constH m =μ ), б – при изменении mm HH ψμ  ( constH m =ψ ), в – при изменении mμ ,  

г – при изменении mψ , д – при изменении n_μ , е – при изменении n_ψ  
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Рис. 3. Семейство кривых коэффициента Rk   

при изменении mψ  ( 5000=μm ) 
 

ВЫВОДЫ 
Показана возможность получения коэффициен-

тов поверхностного импеданса на основе универсаль-
ных аппроксимаций модуля и аргумента комплексной 
магнитной проницаемости, справедливых для боль-
шого числа конструкционных сталей и других магни-
томягких материалов на всем диапазоне изменения 
амплитуды напряженности магнитного поля. 

На основе приведенных зависимостей выполнено 
построение семейств коэффициентов поверхностного 
импеданса в зависимости от параметров ферромаг-
нитного материала и проведен анализ полученных 
результатов. 
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