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ВСТУП

Лiнiйна алгебра та аналiтична геометрiя є одним iз базових роздiлiв курсу
"Вища математика "що розрахований на студентiв iнженерних спецiальностей.

Цi методичнi вказiвки укладенi у вiдповiдностi з навчальною програмою
з вищої математики для iнженерних спецiальностей ЧНТУ. Даний збiрник
призначений для студентiв, якi вивчають лiнiйну алгебру та аналiтичну
геометрiю i мiстить iндивiдуальнi розрахунковi завдання, а також приклади
розв’язання типових задач.

Основна мета цих методичних вказiвок — надати студентам практичну
допомогу в самостiйнiй роботi по вивченню роздiлу лiнiйної алгебри та
аналiтичної геометрiї, сприяти органiзацiї самостiйної роботи студентiв.
Засвоєння на достатньому рiвнi основних понять i вмiнь дасть змогу успiшно
оволодiвати послiдуючими математичними курсами i застосовувати одержанi
вмiння при вивченнi дисциплiн з вибраного фаху.
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ВАРIАНТИ IНДИВIДУАЛЬНИХ ЗАВДАНЬ

Варiант 1

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 4 −3
0 0 −2 1
1 −2 −2 −1
−1 5 2 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥−5 6
3 2

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 + 3x+ 8.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−1 −4 7
3 −2 5
0 4 3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
2 7 3
3 9 4
1 5 3

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥0 2 6
5 −3 3

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 −1
3 −2

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 7 3
3 9 4
1 5 3

∥∥∥∥∥∥ .
5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥1 1
1 2

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−3 −4
1 1

∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥1 1
1 0

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


3x+ 2y + z = 5,

2x+ 3y + z = 1,

2x+ y + 3z = 11,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти
розв’язок системи. 

x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = −1,

2x1 + x2 − x3 + x4 = 2,

3x1 − 2x2 + x3 = 1,

x1 + 4x2 − 3x3 + 2x4 = 3.
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8. Дано координати точок M1(2;−4;−3), M2(5;−6; 0), M3(−1; 3;−3), M4(−10;−8; 7). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (4; 0; 1),
−→
b = (3; 1;−1), −→c = (0;−2; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (0;−8; 9) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 2−→p + 3−→q i
−→
b = −→p − 2−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−4), B(−4; 3), C(2; 2). У M ABC знайти:
а) рiвняння медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(2;−4;−3), M2(5;−6; 0), M3(−1; 3;−3), M4(−10;−8; 7). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(4; 1; 5) та прямi

l1 :
x− 1

3
=
y + 1

2
=
z

0
; l2 :

x

2
=
y + 2

1
=
z

3
.

а) Cкласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

a) ρ = 2 sin 3ϕ; б) ρ = 3(1− cosϕ).

15. Визначити тип та побудувати поверхню: z = x2 + 2y2 − 2.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: z = xy, x2 + y2 = 16, (x, y, z ≥ 0).
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Варiант 2

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 2 1
0 0 2 −1
1 −7 9 −2
−1 3 −2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥0 −6
2 −3

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 + 3x+ 12.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−4 −2 0
2 −1 6
0 1 2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−2 5 1
3 1 2
1 3 5

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥0 4 2
5 −2 5

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 2
3 5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
1 1 −1
2 1 2
3 −1 1

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AX = B, якщо A =

∥∥∥∥−1 4
2 −3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−6 −1
1 3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ y + 2z = −1,

2x− y + 2z = −4,

4x+ y + 4z = −2,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 + x2 − 2x3 − x4 = 4,

3x1 − x2 − 2x3 = 1,

x1 − 2x2 + x4 = −3,

7x1 − 4x2 − 4x3 + x4 = −1.
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8. Дано координати точок M1(−3;−5; 6), M2(2; 1;−4), M3(0;−3;−1), M4(−5; 2;−8). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 0; 5),
−→
b = (3; 2; 7), −→c = (5; 0; 9). Довести, що вони утворюють базис.

Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−4; 2;−12) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 2−→p − 3−→q i
−→
b = 5−→p +−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 3, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(2; 5), B(5; 2), C(−3;−3). У M ABC знайти:
а) рiвняння медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−3;−5; 6), M2(2; 1;−4), M3(0;−3;−1), M4(−5; 2;−8). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(3; 2; 0) та прямi

l1 :
x+ 2

3
=
y − 1

−2
=
z + 1

1
; l2 :

x− 2

1
=
y

0
=
z + 1

−3
.

а) Cкласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

a) ρ = sin 6ϕ; б) ρ = 2(1 + cosϕ).

15. Визначити тип та побудувати поверхню: x2 − y2 + z2 + 4 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: z = 4− y2, y = x2

2
, z = 0.
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Варiант 3

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 2 1
0 1 2 −2
1 −7 6 −2
−1 3 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥2 −4
1 −3

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 4x+ 2.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 4 6
3 −1 3
0 2 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
3 0 3
2 8 4
4 6 2

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 5 3
1 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 2
4 7

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
1 1 1
1 2 3
1 3 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXA = B, якщо A =

∥∥∥∥−1 2
2 −5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−6 5
1 2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x− y + z = 8,

x− 3y − 5z = 6,

3x+ y − 7z = −4,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
3x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 = 8,

x1 + x3 − 4x4 = 3,

2x1 + x2 + 2x3 + 8x4 = 5,

x1 + x2 + x3 + 12x4 = 2.
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8. Дано координати точок M1(−1; 2;−3), M2(4;−1; 0), M3(2; 1;−2), M4(3; 4; 5). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 0; 2),
−→
b = (0; 1; 1), −→c = (2;−1; 4). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (3;−3; 4) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 3−→p − 2−→q i
−→
b = 3−→p + 5−→q , |−→p | = 4, |−→q | = 2, (−̂→p ,−→q ) = π

4
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−1), B(1;−6), C(9; 3). У M ABC знайти:
а) рiвняння медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−1; 2;−3), M2(4;−1; 0), M3(2; 1;−2), M4(3; 4; 5). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(3; 4; 10) та прямi

l1 :
x− 1

2
=
y − 2

4
=
z − 3

5
; l2 :

x

1
=
y + 1

0
=
z − 1

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: a) ρ = 2 sin 4ϕ; б) ρ = 3(1 + sinϕ).

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 4x2 + 3y2 − 24z = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

z = x2 + y2, x2 + y2 = 9, y = x, y = 2x, z = 0, (x ≥ 0, y ≥ 0).
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Варiант 4

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 2 4
0 3 2 −1
1 −7 6 −2
−1 2 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥ 1 −2
−1 6

∥∥∥∥ ; f(x) = 3x2 − x+ 3.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−4 1 7
2 −1 3
1 −2 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
2 0 3
6 4 2
3 7 1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 4 2
4 −3 0

∥∥∥∥
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥2 1
4 3

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 2 1
1 1 3
3 4 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXC = B, якщо A =

∥∥∥∥−1 2
2 −5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−6 5
1 2

∥∥∥∥ .C =∥∥∥∥2 −1
3 −2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x+ y − 5z = −12,

2x+ 4y + z = 13,

3x+ y − 3z = −4,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + 3x2 + 3x3 + 5x4 = −1,

2x1 + 6x2 + 5x3 + 6x4 = 1,

3x1 + 9x2 + 8x3 + 11x4 = 0,

5x1 + 15x2 + 14x3 + 21x4 = −2.
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8. Дано координати точок M1(14; 4; 5), M2(−5;−3; 2), M3(−2;−6;−3), M4(−2; 2;−1). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 0; 2),
−→
b = (0; 1; 1), −→c = (2;−1; 4). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (3;−3; 4) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 4−→p − 2−→q i
−→
b = 2−→p + 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 3, (−̂→p ,−→q ) = π

4
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−4), B(−4; 3), C(2; 2). У M ABC знайти:
а) рiвняння медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(14; 4; 5), M2(−5;−3; 2), M3(−2;−6;−3), M4(−2; 2;−1). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(1;−1; 1) та прямi

l1 :
x− 5

1
=
y − 3

−1
=
z − 13

1
; l2 :

x− 6

1
=
y − 1

2
=
z − 10

−1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 2 cos 3ϕ; б) ρ = 3
(1+sinϕ)

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 12x2 + 3y2 − 4z2 + 24 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: z = 9− y2, x2 + y2 = 9, (z ≥ 0).
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Варiант 5

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 2 2
0 3 2 −1
1 0 6 −2
−1 2 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥ 1 −3
−1 4

∥∥∥∥ ; f(x) = 2x2 − 3x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−3 1 9
1 −2 6
5 −1 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 3 5
2 −7 3
1 4 1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 0 6
3 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥2 3
3 5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 3 1
1 2 1
3 −1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXC = B, якщо A =

∥∥∥∥−1 −1
4 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−2 4
1 2

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥4 2
3 1

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x+ y + 4z = 11,

4x+ 2y + 4z = 14,

3x− y + 5z = 12,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7,

6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9,

2x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 2.
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8. Дано координати точок M1(1; 2; 0), M2(3; 0;−3), M3(5; 2; 6), M4(8; 4;−9). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (0; 1; 1),
−→
b = (−2; 0; 1), −→c = (3; 1; 0). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−19;−1; 7) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p − 2−→q i
−→
b = 3−→p + 4−→q , |−→p | = 4, |−→q | = 3, (−̂→p ,−→q ) = π

6
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(5; 8), B(−2; 9), C(−4; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 2; 0), M2(3; 0;−3), M3(5; 2; 6), M4(8; 4;−9). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(1; 4; 0) та прямi

l1 :
x− 3

2
=
y + 1

0
=
z − 1

1
; l2 :

x

0
=
y − 2

2
=
z + 1

3
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 2 sin 3ϕ; б) ρ = 4(1− sinϕ).

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 3x2 + 4y2 − 12z = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

2x = x2 + y2, x2 + y2 = 2y, z = x+ 2y, z = 0.
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Варiант 6

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −4 2 2
0 3 3 −1
1 0 2 −2
6 2 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥1 3
2 2

∥∥∥∥ ; f(x) = 4x2 + 3x+ 2.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−1 4 6
3 −3 9
6 −4 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 2 3
4 −6 2
2 −3 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 5
2 −3 0

∥∥∥∥
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 6
2 8

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
−2 0 3
−1 0 2
−2 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXC = B, якщо A =

∥∥∥∥−2 1
−5 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥1 3
1 5

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥3 4
4 5

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ 2y − z = 4,

2x− y + z = 5,

x+ y − 3z = −7,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 5,

2x1 + 5x2 + 7x3 + x4 = 3,

3x1 + 7x2 + 10x3 + 2x4 = 4,

x1 + 3x2 + 4x3 = 2.
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8. Дано координати точок M1(1;−1; 1), M2(−2; 0; 3), M3(2; 1;−1), M4(2;−2;−4). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 0; 5),
−→
b = (−1; 3; 12), −→c = (0;−1; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (5; 15; 0) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 3−→p − 2−→q i
−→
b = 4−→p − 5−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(0; 5), B(2; 2), C(4; 6). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1;−1; 1), M2(−2; 0; 3), M3(2; 1;−1), M4(2;−2;−4). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(0; 0;−5) та прямi

l1 :
x

1
=
y − 1

−1
=
z + 1

3
; l2 :

x+ 1

1
=
y

0
=
z − 1

2
.

а) Сскласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 3 sin 4ϕ; б) ρ = 4(1− cosϕ).

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 3x2 − 4y2 + z = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: z = x2 + y2, z = x+ 2y, z = 0.
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Варiант 7

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 6 3
0 2 1 −1
1 0 2 −2
5 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥−1 2
3 3

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 + 5x+ 4.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 −1 8
1 0 5
5 −4 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −3 6
8 −5 2
−1 −4 0

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 1 8
8 −3 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 3
3 8

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
−3 1 2
−1 1 4
2 3 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥−1 3
−2 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥3 5
2 5

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥−3 4
−4 5

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x− 4y + z = 10,

3x− y + 4z = 20,

x− 2y − 2z = −5,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + x3 − 4x4 = 11,

2x1 + 2x2 + 2x3 + 8x4 = −3,

3x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 8,

5x1 + 4x2 + 5x3 + 12x4 = 5.
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8. Дано координати точок M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3), M4(−4; 8;−12). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 0; 4),
−→
b = (−1; 1; 3), −→c = (1;−2; 0). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (6;−1; 7) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 3−→p + 4−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = 2π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−1;−1), B(−2; 2), C(3; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3), M4(−4; 8;−12). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(0; 1;−1) та прямi

l1 :
x+ 1

4
=
y

2
=
z − 1

3
; l2 :

x− 1

1
=
y

0
=
z − 1

1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 5 sin 3ϕ; б) ρ = 2(1− 2 cosϕ).

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 2x2 − 4y2 + 3z2 + 16 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: 9 = x2 + y2, 3z = 18 + x2 + y2, z = 0.
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Варiант 8

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 5 3
0 4 3 −1
1 0 2 1
4 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥ 3 −2
−2 1

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 + 5x+ 4.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−7 −1 8
0 −4 −6
−2 −1 −5

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 5 3
2 −1 9
−1 0 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−6 0 7
7 −1 0

∥∥∥∥
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥2 7
2 8

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 −1 1
1 2 −1
1 −1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥2 7
1 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥4 4
4 5

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥3 4
4 5

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x+ 2y + z = −1,

x− 3y + 2z = −1,

3x+ y + z = 2,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
5x2 − 4x3 + 3x4 = 0,

2x1 − x2 + 2x3 − x4 = 2,

x1 − 3x2 + 3x3 − 2x4 = 1,

5x1 + 4x2 + 5x3 + 12x4 = 5.
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8. Дано координати точок M1(1; 0;−2), M2(3;−6;−3), M3(2;−5; 3), M4(4;−8;−2). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (2; 1; 0),
−→
b = (1;−1; 2), −→c = (3; 7;−7). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (2; 2;−1) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = −→p + 4−→q i
−→
b = −2−→p + 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 3, (−̂→p ,−→q ) = 4π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−3), B(2; 2), C(−3; 4). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 0;−2), M2(3;−6;−3), M3(2;−5; 3), M4(4;−8;−2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(−1; 3; 3) та прямi

l1 :
x− 1

−2
=
y

1
=
z + 2

1
; l2 :

x+ 1

1
=
y

0
=
z + 1

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 4 cos 3ϕ; б) ρ = 3
1+2 cosϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 2x2 − 4y2 − z = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x2 + y2 − 6y = 0, x2 + y2 = 9, z = 0, z = x.
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Варiант 9

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 0 4
0 4 −4 −1
1 0 2 1
3 3 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥4 −3
1 1

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 5x+ 6.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−4 −1 7
2 −4 5
4 −2 −5

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −3 4
0 −9 −3
−1 −4 2

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 8
5 −1 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 7
2 8

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 −1 4
1 2 1
2 −1 5

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥−2 −5
1 4

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥3 2
9 7

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥1 0
4 3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


3x+ 4y + z = 8,

x− 2y + 4z = 3,

2x+ 3y − 3z = 2,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + 7x3 − 2x4 = −3,

3x1 − 2x2 + 2x3 + 3x4 = 5,

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 1,

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 4.
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8. Дано координати точок M1(3; 0;−2), M2(2;−6; 4), M3(0;−5; 3), M4(4; 8;−2). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (−1; 2; 4),
−→
b = (1; 0; 1), −→c = (0; 1; 2). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−2; 4; 7) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = −4−→p +−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 2, (−̂→p ,−→q ) = 5π

6
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−3), B(0; 5), C(3; 1). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(3; 0;−2), M2(2;−6; 4), M3(0;−5; 3), M4(4; 8;−2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(0; 3;−1) та прямi

l1 :
x+ 4

2
=
y − 4

−1
=
z + 1

−2
; l2 :

x+ 5

4
=
y − 5

−3
=
z − 5

−5
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а)ρ = 4 cos 2ϕ; б) ρ = 3
1+2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 24x2 + y2 + 3z2 = 12.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x2 + y2 = z, 3(x2 + y2) = z, y2 = x, y = x.
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Варiант 10

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 3
3 2 −4 −1
1 0 2 1
3 4 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥1 −2
4 3

∥∥∥∥ ; f(x) = 7x2 + 5x+ 6.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−5 2 7
2 −3 6
3 −2 −5

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −3 6
2 −5 4
3 −7 2

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 3
−3 −1 1

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥2 5
3 9

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 −1 3
1 1 2
4 −1 5

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥−3 −1
2 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥2 2
7 6

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥3 0
1 3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x+ 3y + z = 9,

3x− 2y + z = 6,

x− 4y + 2z = 2,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 − x3 − 2x4 = −5,

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 35,

x1 + x2 + x3 + x4 = 15,

2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 50.
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8. Дано координати точокM1(3; 2; 6),M2(−2; 1; 0),M3(0;−5; 1),M4(4;−1; 3). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1;−1; 1),
−→
b = (2; 1;−1), −→c = (0; 3; 2). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (1;−4; 4) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p + 2−→q i
−→
b = 4−→p − 3−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 2, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−1), B(1;−6), C(9; 3). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(3; 2; 6), M2(−2; 1; 0), M3(0;−5; 1), M4(4;−1; 3). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(3; 2; 6) та прямi

l1 :
x

1
=
y + 7

2
=
z − 3

−1
; l2 :

x− 5

2
=
y + 4

1
=
z − 2

−3
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 4 cos 4ϕ; б) ρ =
2

1− 2 sinϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 22x2 + 7y2 + 4z2 = 28y.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: y2 = x, y2 = 4x, z = 0, x+ z = 6.
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Варiант 11

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 0 2
5 2 −3 −1
1 0 2 1
0 3 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥1 2
3 5

∥∥∥∥ ; f(x) = 4x2 + 5x+ 3.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−3 −1 8
−1 2 −6
−5 2 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
2 −3 7
0 −6 4
1 −4 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 −9
4 −1 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 4
2 3

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 1 4
1 2 2
3 −1 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥5 2
4 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥2 3
1 5

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥3 0
3 2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ 3y − z = 0,

2x− 2y + 3z = 5,

3x+ 2y + z = 4,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 − x2 + x3 − x4 = −2,

x1 + 2x2 − 2x3 − x4 = −5,

2x1 + x2 − x3 − 2x4 = −7,

4x1 − x2 + x3 − 4x4 = −11.
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8. Дано координати точок M1(−3; 2; 5), M2(2;−1; 0), M3(0; 5; 1), M4(3; 1; 4). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (4; 1; 0),
−→
b = (3;−1; 1), −→c = (0; 1;−2). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−5; 9;−13) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 4−→p − 3−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 3, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3; 1), B(1; 6), C(6; 2). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−3; 2; 5), M2(2;−1; 0), M3(0; 5; 1), M4(3; 1; 4). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(−1; 0; 1) та прямi

l1 :
x

1
=
y − 1

0
=

z

−1
; l2 :

x

0
=
y

1
=
z − 2

−1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 4 sin 4ϕ; б) ρ = 4
1+2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 2x2 + 3y2 + 4z2 = 8x.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

z2 = x, z2 = 4x, z = 0, x+ y = 8.
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Варiант 12

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 2
5 3 −3 −1
2 0 2 4
0 4 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥6 2
1 5

∥∥∥∥ ; f(x) = 3x2 + 4x+ 3.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 −1 7
−1 −3 5
4 −2 −4

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 −3 −5
4 −6 −4
1 5 3

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 7 5
2 −1 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥7 4
5 3

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
4 3 0
1 2 2
−3 −1 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥3 4
2 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−2 4
7 −6

∥∥∥∥ ;C =∥∥∥∥3 1
3 −2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ y − 5z = −12,

2x+ 4y + z = 13,

3x+ y − 3z = −4,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7,

6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9,

2x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 2.
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8. Дано координати точокM1(−4; 2; 5),M2(3; 2; 1),M3(1; 2;−1),M4(2;−1; 2). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 6; 3),
−→
b = (6; 3; 1), −→c = (3;−1;−6). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (8; 34; 22) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p − 6−→q i
−→
b = 2−→p + 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

4
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−1; 2), B(3;−1), C(0; 4). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−4; 2; 5), M2(3; 2; 1), M3(1; 2;−1), M4(2;−1; 2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(3; 0; 2) та прямi

l1 :
x+ 2

1
=

y

−2
=
z − 1

0
; l2 :

x+ 3

−1
=
y − 1

3
=
z

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 4 sin 3ϕ; б) ρ = 3
1−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: x2 − 9y2 − z2 + 9 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 = 2y, y2 = 4− z, z = 0.
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Варiант 13

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0 3
1 3 −3 −1
3 0 3 6
0 1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥4 4
1 3

∥∥∥∥ ; f(x) = 2x2 + 3x+ 3.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−5 3 6
1 −9 8
7 −1 −2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −3 8
−4 −4 −3
1 0 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 0 9
1 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥5 3
4 1

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 3 0
1 2 2
2 −1 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥5 4
4 3

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−1 3
5 −6

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥4 1
3 −2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ 3y − 4z = 3,

2x+ y − z = 3,

x+ y + 3z = 6,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3,

6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7,

9x1 + 12x2 + 3x3 + 7x4 = 13,

3x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 4.
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8. Дано координати точок M1(−1; 2; 4), M2(−1;−2;−4), M3(3; 0;−1), M4(7;−3; 1). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 2; 1),
−→
b = (2; 2;−3), −→c = (−1; 1; 4). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−3;−2; 2) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 4−→p − 2−→q i
−→
b = 3−→p + 4−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(0;−1), B(−2; 5), C(3; 2). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−1; 2; 4), M2(−1;−2;−4), M3(3; 0;−1), M4(7;−3; 1). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(−1; 3; 1) та прямi

l1 :
x− 1

2
=
y − 1

0
=
z − 2

1
; l2 :

x

−1
=
y + 1

2
=
z

3
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 4 sin 6ϕ; б) ρ =
5

1− 2 cosϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: x2 + y2 + z2 = 4z.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 = z2, y2 + x2 − 4x = 0.
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Варiант 14

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 0 2
1 4 −3 −2
3 0 3 6
0 1 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥3 2
5 6

∥∥∥∥ ; f(x) = 3x2 + 4x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 −1 8
4 −2 7
0 −2 −2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −3 4
0 −2 3
−1 −4 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 1 −6
4 −3 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥ 3 −3
−4 1

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
5 2 1
−1 2 −2
3 −1 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 4 5
−4 −6

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥1 2
5 4

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥4 2
1 −2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x− y − z = 4,

3x+ 4y − 2z = 11,

3x− 2y + 4z = 11,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
4x1 − 2x2 + 14x3 − 31x4 = 18,

2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 = 5,

6x1 − 3x2 + x3 − 4x4 = 7,

8x1 − 4x2 + 20x3 − 45x4 = 28.
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8. Дано координати точок M1(1; 2;−4), M2(−1;−2;−4), M3(2; 0;−1), M4(7;−3; 1). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (2; 0;−1),
−→
b = (1; 2;−1), −→c = (0; 1; 3). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (3; 1; 8) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 6−→p − 4−→q i
−→
b = 3−→p + 4−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

6
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(0; 3), B(−2;−1), C(0;−3). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 2;−4), M2(−1;−2;−4), M3(2; 0;−1), M4(7;−3; 1). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(1; 0;−1) та прямi

l1 :
x+ 1

−2
=
y + 1

0
=
z

1
; l2 :

x− 1

1
=
y

3
=
z + 1

0
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2;
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 2 sin 2ϕ; б) ρ =
5√

3− 2 cosϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: x2 − y2 + z2 = 9.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 = y, y = z, z + y = 4.
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Варiант 15

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 0 2
1 4 −1 −2
2 0 4 6
0 1 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥1 3
5 4

∥∥∥∥ ; f(x) = 4x2 + 3x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−3 1 9
1 −2 6
5 −1 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 −3 −5
2 −7 −3
1 2 1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 0 6
3 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥2 3
6 4

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 2 1
1 2 −2
3 −1 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 2 3
−4 −5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥1 3
5 4

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥4 1
1 2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ 3y − 2z = −1,

2x− 3y + 4z = 13,

3x+ y + z = 10,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,

3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2,

6x1 − x2 − x3 + 5x4 = −2.
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8. Дано координати точок M1(1; 2; 0), M2(3; 0;−3), M3(5; 2; 6), M4(8; 4;−9). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (3; 1; 2),
−→
b = (2; 2;−1), −→c = (−1;−3;−1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−10;−14;−3) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p + 4−→q i
−→
b = 2−→p + 4−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(3;−2), B(1; 5), C(−4; 3). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 2; 0), M2(3; 0;−3), M3(5; 2; 6), M4(8; 4;−9). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(−1; 0;−6) та прямi

l1 :
x− 9

4
=
y + 2

−3
=
z

1
; l2 :

x

−2
=
y + 7

9
=
z − 2

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 2 sin 4ϕ; б) ρ =
2√

3− 2 cosϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 12x2 − 2y − 5z2 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 + z2 = 9, y2 + x2 − 6z = 0.
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Варiант 16

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 1 3
6 1 −2 −4
0 −1 −3 0
3 4 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥1 2
3 4

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 + 3x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−5 −1 8
−1 −3 4
2 −1 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 2 4
2 −3 5
1 2 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 5 0
3 −2 8

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥3 3
6 7

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 −1 −1
3 4 −2
3 −2 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥−5 4
5 −5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−1 2
−5 4

∥∥∥∥ ;C =∥∥∥∥2 1
1 2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


3x+ 2y + z = 6,

4x+ 3y − 2z = 5,

x− 3y + z = −1,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 − 4x2 + x3 − 2x4 = 5,

x1 − x2 − x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 5x2 + x4 = 5,

4x1 − 6x2 − x3 + 4x4 = 5.
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8. Дано координати точок M1(3; 10;−1), M2(−2; 3;−5), M3(−6; 0;−3), M4(1;−1; 2). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (3; 1; 2),
−→
b = (2; 1; 2), −→c = (−1; 2; 5). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (1; 2; 3) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 2−→p + 3−→q i
−→
b = 2−→p − 4−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 2, (−̂→p ,−→q ) = 2π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−1;−1), B(2;−1), C(0; 4). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(3; 10;−1), M2(−2; 3;−5), M3(−6; 0;−3), M4(1;−1; 2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(0; 3; 0) та прямi

l1 :
x− 2

−3
=
y + 1

1
=
z − 1

0
; l2 :

x− 1

1
=
y

0
=
z − 3

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 3 cos 3ϕ; б) ρ =
2√

2− 2 cosϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 9x2 − y2 − z2 = 9.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 = z, y = x2, y = 1, z = 0.
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Варiант 17

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 1 3
6 1 −2 2
0 −1 −3 1
2 3 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥3 6
3 5

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 8x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−4 −1 7
2 −3 5
5 −2 −1

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 4 2
−2 −7 3
−6 3 2

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 0 6
3 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥−3 3
6 −8

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 1 −1
1 4 −2
−1 2 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥2 6
3 7

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−1 2
−2 3

∥∥∥∥ ;C =

∥∥∥∥4 3
0 2

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x+ 4y − z = 5,

x− 2y + 3z = 2,

5x− y + 4z = 8,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 − x2 + 2x3 − x4 = 1,

3x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 = 1,

3x1 − 3x2 + 8x3 − 3x4 = 5,

x1 − x2 + 6x3 − x4 = 5.
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8. Дано координати точок M1(3; 10;−1), M2(−2; 3;−5), M3(−6; 0;−3), M4(1;−1; 2). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 2; 3),
−→
b = (1;−3;−1), −→c = (−4; 2;−1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (1; 2; 6) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 4−→p − 3−→q i
−→
b = 4−→p + 2−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 2, (−̂→p ,−→q ) = π

4
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(1;−1), B(−2; 1), C(3; 2). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(3; 10;−1), M2(−2; 3;−5), M3(−6; 0;−3), M4(1;−1; 2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(1; 0;−1) та прямi

l1 :
x+ 1

−2
=
y + 1

0
=
z

1
; l2 :

x− 1

1
=
y

3
=
z + 3

0
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 3 cos 4ϕ; б) ρ = 2√
3+2 cosϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 4x2 + z2 = 9 + y.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

4x2 = y, y = x2, y + z = 4, z = 0.
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Варiант 18

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3 0
5 1 −2 2
0 −1 −2 1
1 4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥4 3
3 1

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 8x+ 12.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 4 8
−1 −1 5
−5 −2 −6

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 2 2
3 −6 −7
−1 −5 0

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 6 4
7 −3 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥3 4
5 5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 3 1
5 2 −2
−1 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 1 −4
−2 5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−1 4
−1 3

∥∥∥∥ ;C =∥∥∥∥ 3 4
−1 4

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


2x+ 4y + 5z = 19,

x− 3y + 3z = 0,

3x+ 2y + 2z = 15,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + x2 − x3 + 7x4 = 14,

x1 + x2 − x3 + 13x4 = 23,

3x1 + 2x2 − 2x3 + 20x4 = 37,

x1 + 2x2 − 2x3 + 8x4 = 19.
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8. Дано координати точок M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3), M4(−4; 8;−12). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (1; 2; 3),
−→
b = (−4; 1;−2), −→c = (2;−3;−1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (5;−6;−2) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 2−→p − 4−→q i
−→
b = 2−→p − 4−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(3; 1), B(5; 4), C(1; 3). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3), M4(−4; 8;−12). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(0; 3; 1) та прямi

l1 :
x− 2

1
=
y − 1

−1
=
z + 1

3
; l2 :

x+ 1

1
=
y

0
=
z − 1

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 3(cosϕ+ 1); б) ρ = 2√
2+2 cosϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: x2 + 4y2 − 16y + z2 + 2x+ 13 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 + z2 = 9, y2 + x2 = 9− 6z, z ≥ 0.
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Варiант 19

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 4 0
4 2 −2 2
0 1 2 1
2 3 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥3 2
3 1

∥∥∥∥ ; f(x) = 3x2 − 5x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−3 2 7
4 −3 5
9 −2 2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 8 −5
0 −6 2
9 6 5

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥1 0 4
2 −7 3

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥3 4
2 1

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
5 1 2
3 2 −3
−1 −3 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 3 −4
−3 5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−2 4
−2 3

∥∥∥∥ ;C =∥∥∥∥ 1 3
−1 5

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


3x+ 5y + 4z = 12,

−2x+ 3y + z = 2,

x+ 2y + 2z = 5,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + 2x2 − 3x3 + 5x4 = −2,

2x1 − 3x2 + 4x3 − 2x4 = −3,

x1 − 5x2 + 7x3 − 7x4 = −1,

3x1 + x3 − x4 = 2.
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8. Дано координати точок M1(−1; 3;−4), M2(4;−1; 0), M3(2; 1;−2), M4(3; 4; 5). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (2; 4; 3),
−→
b = (1; 2;−1), −→c = (4; 4; 5). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (11; 14; 12) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p + 4−→q i
−→
b = −→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = 5π

6
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(5; 8), B(−2; 9), C(−4; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−1; 3;−4), M2(4;−1; 0), M3(2; 1;−2), M4(3; 4; 5). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(3; 0; 1) та прямi

l1 :
x− 2

−2
=
y + 1

1
=
z − 1

2
; l2 :

x− 1

1
=
y

0
=
z + 3

3
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 3 cos 3ϕ; б) ρ = 2√
2−2 cosϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 9x2 + y2 + 9z2 = 9.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x2 + y2 + z2 = 4, z2 = y2 + x2.
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Варiант 20

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 2 0
3 0 −2 2
0 −1 −2 1
1 2 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥3 4
2 1

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 8x+ 12.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−3 1 9
1 −2 6
5 −1 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 3 5
2 −7 3
1 4 1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 0 6
3 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 4
1 5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 3 1
4 2 3
1 3 −2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥3 −4
5 −5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥−2 3
−5 7

∥∥∥∥ ;C =∥∥∥∥ 3 7
−1 5

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


5x+ 4y − z = 16,

x+ 3y + 2z = 12,

4x− y + 3z = 12,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 9,

x1 + 4x2 − 2x3 + x4 = 10,

5x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 5,

2x1 + x2 + x4 = 5.
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8. Дано координати точокM1(1; 0;−2),M2(1; 2;−1),M3(2;−2; 1),M4(2; 1; 0). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (4; 1; 1),
−→
b = (2; 0;−3), −→c = (−1; 2; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−9; 5; 5) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 4−→p + 5−→q i
−→
b = −→p − 4−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−1; 2), B(3;−1), C(0; 4). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 0;−2), M2(1; 2;−1), M3(2;−2; 1), M4(2; 1; 0). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(1;−3; 1) та прямi

l1 :
x− 5

1
=
y − 3

−1
=
z − 13

1
; l2 :

x− 6

1
=
y − 1

2
=
z − 10

−1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 3 cos 3ϕ; б) ρ = 4√
3−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 9x2 − 16y2 − z2 = 9.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

4− y2 = z, z = y2 + 2, x = −1, x = 2.
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Варiант 21

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −1 3 0
1 2 1 2
0 −1 −2 1
4 4 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥5 1
2 3

∥∥∥∥ ; f(x) = 2x2 − 6x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
3 2 7
0 −2 4
5 1 2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 4 6
1 −2 7
4 −2 3

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 7
4 −3 1

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 4
2 3

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 2 0
5 4 −2
−1 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥5 3
2 1

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥6 4
7 3

∥∥∥∥ ;C =

∥∥∥∥3 4
1 3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


3x− 4y + 2z = 0,

x+ 2y − 3z = 3,

4x+ 3y + 4z = 18,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 + 2x2 − 4x3 + 2x4 = −2,

2x1 − 3x2 + x3 − 2x4 = −2,

3x1 − 2x2 + 4x3 − 3x4 = 2,

x1 + x2 + 3x3 − x4 = 4.
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8. Дано координати точок M1(1; 2;−3), M2(1; 0; 1), M3(−2;−1; 6), M4(0;−5;−4). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (3; 0; 2),
−→
b = (1; 2;−1), −→c = (−1; 1; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (8; 1; 12) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 3−→p − 4−→q i
−→
b = 3−→p − 4−→q , |−→p | = 4, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−3;−2), B(2; 0), C(−1; 1). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 2;−3), M2(1; 0; 1), M3(−2;−1; 6), M4(0;−5;−4). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(−1; 3; 0) та прямi

l1 :
x− 3

2
=
y + 1

0
=
z − 1

1
; l2 :

x

0
=
y − 3

3
=
z − 2

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 1 + cos 2ϕ; б) ρ =
3√

3 + 2 sinϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 9x2 + y2 + 4z2 = 2y.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x = y, x+ y = 2, y = z2.
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Варiант 22

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −1 0 3
2 1 −2 2
0 1 2 1
1 3 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥7 1
2 5

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 8x+ 12.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 4 6
9 −1 5
3 −1 −5

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −2 5
−5 −4 2
3 −1 8

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 5
5 −4 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥5 4
5 5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 2 1
2 2 −2
−1 −5 4

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥2 5
4 5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥5 4
6 3

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥2 3
1 4

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


4x+ 2y − 3z = 13,

x− 3y + z = −2,

2x+ 5y + 3z = 19,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0,

x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4 = 1,

5x1 + 3x2 + 8x3 + x4 = 1,

3x1 + 4x2 + 6x3 + 2x4 = 1.
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8. Дано координати точок M1(3; 9;−1), M2(−3; 4;−6), M3(−6; 0;−3), M4(1;−1; 2). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (2; 3; 3),
−→
b = (−3; 4; 2), −→c = (1;−2;−3). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−1; 5;−2) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 4−→p − 2−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 1, (−̂→p ,−→q ) = 2π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−1;−3), B(2; 4), C(3;−1). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(3; 9;−1), M2(−3; 4;−6), M3(−6; 0;−3), M4(1;−1; 2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(2; 3; 5) та прямi

l1 :
x− 3

2
=
y

3
=
z + 1

1
; l2 :

x− 1

1
=
y − 3

3
=
z − 2

−1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi:

а) ρ = 1 + cos 2ϕ; б) ρ =
2√

3− 2 sinϕ
.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 9x2 + y2 + 4z2 = 8z.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями: x = y, x+ y = 2, y = z2.
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Варiант 23

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 4 0
4 2 −2 3
0 −1 −2 1
2 4 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥6 5
2 5

∥∥∥∥ ; f(x) = 2x2 − 6x+ 1.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 −1 7
−5 −3 4
8 −4 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 2 4
5 −6 2
3 −4 −1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥1 0 7
2 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥6 4
5 4

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
6 2 3
1 2 −2
2 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 3 −4
−3 5

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥6 4
5 3

∥∥∥∥ ;C =

∥∥∥∥3 2
1 4

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x+ 2y − z = 5,

2x+ 3y − 4z = 11,

3x+ y + z = 6,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
3x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 8,

x1 + x3 − 4x4 = 3,

2x1 + x2 + 2x3 + 8x4 = 5,

x1 + x2 + x3 + 12x4 = 2.
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8. Дано координати точок M1(−1; 2; 4), M2(−1;−2;−4), M3(3; 0;−1), M4(7;−3; 1). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (0; 4; 1),
−→
b = (1; 3;−1), −→c = (−2; 0; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−5;−5; 5) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p − 6−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(5; 8), B(−2; 9), C(−4; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−1; 2; 4), M2(−1;−2;−4), M3(3; 0;−1), M4(7;−3; 1). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(2;−1; 0) та прямi

l1 :
x− 7

2
=
y − 1

4
=
z − 1

2
; l2 :

x− 1

0
=
y − 3

1
=
z − 1

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а ρ = 1 + cosϕ; б) ρ = 2√
2−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 12x2 + 3y2 − 4z2 + 24 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x = y, x = 1, z = x2 + 3y2, z = 0, y = 0.
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Варiант 24

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 2 0
3 1 −4 2
0 3 4 1
1 2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥ 1 3
−2 1

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 8x+ 12.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−1 −1 5
2 −4 −2
8 0 3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
1 3 5
2 −7 3
−3 4 8

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 5
7 −2 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥1 4
2 5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
2 −4 1
3 −2 −2
−1 3 3

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 3 −5
−3 6

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥2 4
2 3

∥∥∥∥ ;C =

∥∥∥∥3 4
5 6

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


3x+ 5y − z = 16,

x+ 2y − z = 5,

x− 3y + 4z = 5,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = −1,

2x1 + x2 − x3 + x4 = 2,

3x1 − 2x2 + x3 = 1,

x1 + 4x2 − 3x3 + 2x4 = 3.
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8. Дано координати точок M1(−3;−2;−2), M2(1; 4; 3), M3(4; 2;−3), M4(−3; 8; 4). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (0; 4; 1),
−→
b = (1; 3;−1), −→c = (−2; 0; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−5;−5; 5) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p − 6−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(5; 8), B(−2; 9), C(−4; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−3;−2;−2), M2(1; 4; 3), M3(4; 2;−3), M4(−3; 8; 4). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(2;−1; 0) та прямi

l1 :
x− 7

2
=
y − 1

4
=
z − 1

2
; l2 :

x− 1

0
=
y − 3

1
=
z − 1

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 1 + cosϕ; б) ρ = 2√
2−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 12x2 + 3y2 − 4z2 + 24 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x = y, x = 1, z = x2 + 3y2, z = 0, y = 0.
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Варiант 25

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 4 3
1 2 −2 2
0 1 2 4
2 4 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥2 4
3 5

∥∥∥∥ ; f(x) = 3x2 + 5x+ 2.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−3 −1 6
−1 −4 5
−5 1 3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 2 4
0 −3 −3
2 5 1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 4
1 −3 3

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥ 5 −5
−2 3

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
3 3 1
2 2 −2
−1 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 5 −2
−7 2

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥3 3
5 3

∥∥∥∥ ;C =∥∥∥∥ 4 2
−1 −3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


4x− 3y + 2z = 9,

3x+ 2y − z = 6,

x+ 3y + 4z = 13,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
3x1 − 4x2 + 2x3 − x4 = 0,

2x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 5,

x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 7,

x1 − x2 − 3x3 + x4 = −2.
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8. Дано координати точокM1(2; 0; 2),M2(−1; 1; 4),M3(3; 2; 0),M4(3;−1;−3). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (4; 2; 3),
−→
b = (−3; 5; 2), −→c = (2;−1; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (5; 9; 8) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 3−→p − 4−→q i
−→
b = 2−→p − 4−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 5, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(−2;−1), B(2;−1), C(0; 3). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(2; 0; 2), M2(−1; 1; 4), M3(3; 2; 0), M4(3;−1;−3). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(1; 1;−1) та прямi

l1 :
x+ 1

4
=
y − 1

2
=
z − 1

3
; l2 :

x− 1

1
=
y

0
=
z − 1

1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 1 + cosϕ; б) ρ = 2√
2−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 4x2 − 3y2 + 6z2 − 18 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x = y, x = 1, z = x2 + y2, z = 0, y = 0.
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Варiант 26

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 2 6
3 2 −2 1
1 1 0 3
2 3 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥2 5
4 5

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 + 5x+ 12.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 −1 5
6 −3 4
4 −3 −2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 −2 7
0 −5 −3
6 3 2

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−2 0 5
3 −4 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥ 3 −3
−2 3

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
4 2 1
−1 3 −2
2 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 3 −2
−4 2

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥4 3
6 4

∥∥∥∥ .C =∥∥∥∥ 3 4
−1 −3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


5x− 2y + 3z = 6,

x+ 3y + 4z = 8,

2x+ 4y − z = 5,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
x1 − x2 + x3 − x4 = −2,

x1 + 2x2 − 2x3 − x4 = −5,

2x1 + x2 − x3 − 2x4 = −7,

4x1 − x2 + x3 − 4x4 = −11.
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8. Дано координати точок M1(−3;−1;−5), M2(−2; 6; 0), M3(3;−9;−5), M4(0;−5; 5). Довести,
що вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (0; 4; 1),
−→
b = (1; 3;−1), −→c = (−2; 0; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−5;−5; 5) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p − 6−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(5; 8), B(−2; 9), C(−4; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD;
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(−3;−1;−5), M2(−2; 6; 0), M3(3;−9;−5), M4(0;−5; 5). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(2;−1; 0) та прямi

l1 :
x− 7

2
=
y − 1

4
=
z − 1

2
; l2 :

x− 1

0
=
y − 3

1
=
z − 1

2
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 1 + cosϕ; б) ρ = 2√
2−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 12x2 + 3y2 − 4z2 + 24 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x = y, x = 1, z = x2 + 3y2, z = 0, y = 0.
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Варiант 27

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −2 2 6
1 3 −2 1
−3 0 2 2
2 1 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥3 7
4 6

∥∥∥∥ ; f(x) = 4x2 + 3x+ 2.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 3 8
−1 −1 4
5 −4 −2

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
−1 2 6
2 −6 3
−1 −4 1

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 0 4
3 −3 0

∥∥∥∥ .
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥−1 2
3 −5

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
−3 2 4
2 1 0
1 0 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 4 −2
−3 2

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥8 7
2 3

∥∥∥∥ .C =

∥∥∥∥1 2
3 −3

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь: $


7x− 2y − z = 1,

x+ 3y + 2z = 11,

2x+ 4y + 3z = 16,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
4x1 − 2x2 + 3x3 + 2x4 = 7,

x1 + 3x2 + 4x3 − 2x4 = 6,

3x1 − 5x2 − x3 + 4x4 = 1,

4x1 − 2x2 + 3x3 + 2x4 = 7.

8. Дано координати точок M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3), M4(−4; 8;−12). Довести, що
вони не лежать в однiй площинi. Знайти:
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а) довжину та напрямнi косинуси вектора
−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (0; 4; 1),
−→
b = (1; 3;−1), −→c = (−2; 0; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (−5;−5; 5) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 5−→p − 6−→q i
−→
b = 2−→p − 3−→q , |−→p | = 2, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = π

3
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(5; 8), B(−2; 9), C(−4; 5). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(1; 5;−7), M2(−3; 6; 3), M3(−2; 7; 3), M4(−4; 8;−12). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(2;−1; 0) та прямi

l1 :
x− 7

2
=
y − 1

4
=
z − 1

2
; l2 :

x− 1

0
=
y − 3

1
=
z − 1

2
.

а) скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1;
б) з’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2;
в) скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = 1 + cosϕ; б) ρ = 2√
2−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 12x2 + 3y2 − 4z2 + 24 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x = y, x = 2, z = 3x2 + 2y2, z = 0, y = 0.
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Варiант 28

1. Обчислити визначник: ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3 4
2 1 −4 0
−5 −10 −5 0
4 −3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
а) методом розкладу за елементами деякого рядка;
б) методом розкладу за елементами деякого стовпчика;
в) зведенням до трикутного вигляду.

2. Дано матрицю A. Знайти f(A), якщо:

A =

∥∥∥∥ 10 2
−14 −3

∥∥∥∥ ; f(x) = x2 − 7x− 2.

3. Для матриць A,B,C знайти: а) матрицю 2A+ 3B; б) матрицi A ·B та C ·B, якщо

A =

∥∥∥∥∥∥
−2 −1 7
1 −3 4
4 −2 −3

∥∥∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥∥∥
4 2 0
3 −6 −3
−1 −4 0

∥∥∥∥∥∥ ; C =

∥∥∥∥−1 7 2
2 −4 0

∥∥∥∥
4. Для матрицi A знайти обернену матрицю A−1. Результат перевiрити.

a) A =

∥∥∥∥2 1
3 −2

∥∥∥∥ ; б) A =

∥∥∥∥∥∥
−3 3 5
1 4 0
−2 1 2

∥∥∥∥∥∥ .

5. Розв’язати матричне рiвняння AXB = C, якщо A =

∥∥∥∥ 5 −3
−3 2

∥∥∥∥ ; B =

∥∥∥∥6 5
2 3

∥∥∥∥ ;C =

∥∥∥∥2 3
3 4

∥∥∥∥ .
6. Розв’язати систему рiвнянь:


x− 4y + 2z = 5,

2x+ y − 3z = −6,

3x− 2y − z = −2,

а) за формулами Крамера;
б) методом Гаусса;
в) матричним методом.

7. Дослiдити на сумiснiсть систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Знайти розв’язок системи.
2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2,

4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4,

4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4,

2x1 − 3x2 + 3x3 + x4 = 2.
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8. Дано координати точок M1(3; 4; 1), M2(4; 1;−2), M3(4; 1; 5), M4(7;−3; 2). Довести, що вони
не лежать в однiй площинi. Знайти:
а) довжину та напрямнi косинуси вектора

−−−−→
M1M2;

б) кут ∠M2M1M3;
в) площу M M1M2M3;
г) об’єм пiрамiди M1M2M3M4;
д) висоту пiрамiди M4H.

9. Дано вектори −→a = (0; 1; 5),
−→
b = (3;−1; 2), −→c = (−1; 0; 1). Довести, що вони утворюють

базис. Знайти:
а) координати вектора

−→
d = (8;−7;−13) в цьому базисi ;

б) одиничний вектор −→x , який ортогональний до векторiв −→a та
−→
b , якщо вектор −→x утворює

тупий кут з вiссю Oz.

10. Дано вектори −→a = 2−→p − 2−→q i
−→
b = 3−→p − 4−→q , |−→p | = 3, |−→q | = 4, (−̂→p ,−→q ) = π

2
. Знайти:

а) площу трикутника, побудованого на векторах −→a i
−→
b ;

б) довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b .

11. Дано точки A(4; 7), B(−3; 8), C(−5; 4). У M ABC знайти:
а) рiвняння сторiн AB,BC, медiани AM ;
б) рiвняння i довжину висоти CD;
в) параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку A паралельно CD.
г) кут мiж висотою i медiаною;
д) площу трикутника.

12. Дано координати точок M1(3; 4; 1), M2(4; 1;−2), M3(4; 1; 5), M4(7;−3; 2). Знайти:
а) рiвняння площини M1M2M3;
б) довжину i рiвняння перпендикуляра M4H, проведеного з точки M4 до площини M1M2M3;
в) точку, симетричну точцi M4 вiдносно площини M1M2M3;
г) точку, симетричну точцi M4 вiдносно ребра M1M2;
д) кут мiж прямою M1M4 та площиною M1M2M3.

13. Задано точку M0(−1; 1;−3) та прямi

l1 :
x+ 1

3
=
y − 2

2
=
z − 1

2
; l2 :

x+ 1

−1
=
y + 2

0
=
z − 1

1
.

а) Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M0 та пряму l1.
б) З’ясувати взаємне розташування прямих l1 та l2.
в) Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку M0 паралельно l2.

14. У полярнiй системi координат побудувати кривi: а) ρ = cos 2ϕ; б) ρ = 2√
3−2 sinϕ

.

15. Визначити тип та побудувати поверхню: 4x2 − 3y2 + 6z2 − 18 = 0.

16. Побудувати тiло, обмежене поверхнями:

x = y, x = 1, z = 2x2 + 2y2, z = 0, y = 0.
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ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВИХ ЗАДАЧ

Приклад 1. Знайти значення матричного многочлену f(A) для квадратної матрицi A =∥∥∥∥ 10 2
−14 −3

∥∥∥∥, якщо f(x) = 3x2 + 4x− 2. Обчислюємо

A2 =

∥∥∥∥ 10 2
−14 −3

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ 10 2
−14 −3

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥17 −4
−8 9

∥∥∥∥
Тодi

f(x) = 3A2 + 4A− 2 = 3

∥∥∥∥17 −4
−8 9

∥∥∥∥+ 4

∥∥∥∥−3 2
4 1

∥∥∥∥− 2

∥∥∥∥1 0
0 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥37 −4
−8 29

∥∥∥∥
Приклад 2. Для матриць A3×2 =

 0 1
−2 3
10 9

 , та B2×4 =

(
3 1 2 −1
−1 0 7 −5

)
,

AB =

 0 · 3 + 1 · (−1) 0 · 1 + 1 · 0 0 · 2 + 1 · 7 0 · (−1) + 1 · (−5)
−2 · 3 + 3 · (−1) −2 · 1 + 3 · 0 −2 · 2 + 3 · 7 −2 · (−1) + 3 · (−5)
10 · 3 + 9 · (−1) 10 · 1 + 9 · 0 10 · 2 + 9 · 7 10 · (−1) + 9 · (−5)

 =

=

−1 0 7 −5
−9 −2 17 −13
21 10 83 −55

 = C3×4.

Приклад 3. Обчислити визначник за допомогою теореми Лапласа:∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Розкладемо визначник за першим рядком:∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13 + a14A14 =

= (−1) · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
1 4 −3
5 1 −2
−1 −2 8

∣∣∣∣∣∣+ 0 · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
2 4 −3
9 1 −2
0 −2 8

∣∣∣∣∣∣+
+2 · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
2 1 −3
9 5 −2
0 −1 8

∣∣∣∣∣∣+ 1 · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
2 1 4
9 5 1
0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 121 + 0 + 62 + 36 = 219.

Приклад 4. Обчислити визначник шляхом зведення його до трикутного вигляду:∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Застосовуючи властивостi визначникiв, отримаємо:∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
·2
← +

·9

← +
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 5 19 7
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
·(−5)
← +

·1

← +

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −21 12
0 0 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −7 4
0 0 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·1
← +

=

= 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −7 4
0 0 −1 11

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−3) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −1 11
0 0 −7 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·(−7)
← +

=

= (−3) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −1 11
0 0 0 −73

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−3) · (−1) · 1 · (−1) · (−73) = 219.

Приклад 5. Знайти матрицю, обернену до матрицi

 1 2 3
−1 0 2
0 1 4

.

Обчислюємо визначник матрицi: detA = 3 6= 0. Отже, A−1 iснує. Окремо обчислюємо
алгебраїчнi доповнення до елементiв A:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣0 2
1 4

∣∣∣∣ = −2, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣−1 2
0 4

∣∣∣∣ = 4,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣−1 0
0 1

∣∣∣∣ = −1, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣2 3
1 4

∣∣∣∣ = −5,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 3
0 4

∣∣∣∣ = 4, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 2
0 1

∣∣∣∣ = −1,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣2 3
0 2

∣∣∣∣ = 4, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 3
−1 2

∣∣∣∣ = −5,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 2
−1 0

∣∣∣∣ = 2.

Пiдставляємо отриманi значення у формулу:

A−1 =
1

3

−2 −5 4
4 4 −5
−1 −1 2

 .
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Приклад 6. Розв’язати СЛАР методом Гауса:


2x1 − x2 + 3x3 − 5x4 = 1,
x1 − x2 − 5x3 = 2,
3x1 − 2x2 − 2x3 − 5x4 = 3

7x1 − 5x2 − 9x3 − 10x4 = 8.
Переставимо мiсцями перше та друге рiвняння системи, випишемо розширену матрицю

системи та зведемо її до схiдчастого вигляду:

A =


1 −1 −5 0 2
2 −1 3 −5 1
3 −2 −2 −5 3
7 −5 −9 −10 8


·(−2)
← +

·(−3)

← +

·(−7)

← +

∼

∼


1 −1 −5 0 2
0 1 13 −5 −3
0 1 13 −5 −3
0 2 26 −10 −6

 ·(−1)
← +

·(−2)

← +

∼


1 −1 −5 0 2
0 1 13 −5 −3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Звiдси випливає, що r(A) = r(A) = 2 < 4 = n. Таким чином, дана СЛАР є сумiсною
i невизначеною. Оберемо в якостi головних змiнних (x1, x2). Дiйсно, вiдповiдний мiнор∣∣∣∣1 −1
0 1

∣∣∣∣ 6= 0. Випишемо перетворену систему та знайдемо її загаль ний розв’язок:{
x1 − x2 − 5x3 = 2,
x2 + 13x3 − 5x4 = −3.

Перенесемо у правi частини рiвнянь вiльнi змiннi (x3, x4):{
x1 − x2 = 2 + 5x3,
x2 = −3− 13x3 + 5x4.

Звiдси x2 = −3 − 13x3 + 5x4, та x1 = 2 + 5x3 + x2 = −1 − 8x3 + 5x4. Тодi загальний

розв’язок системи: Xз.р. =


−1− 8x3 + 5x4

−3− 13x3 + 5x4

x3

x4

 . Якщо покласти, наприклад, x3 = 0, x4 = 0,

отримаємо частинний розв’язок: Xч.р. =


−1
−3
0
0

 .

Приклад 7. Обчислити довжини дiагоналей паралелограма, побудованого на векторах −→a =

2−→p −−→q i
−→
b = −→p + 4−→q , якщо |−→p | = 1, |−→q | = 2, ϕ = (−̂→p ,−→q ) = π

3
.

Дiагоналi паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b , утворюють вектори −→a +

−→
b =

3−→p + 3−→q ? −→a −
−→
b = −→p − 5−→q .

Знайдемо спочатку |−→a +
−→
b |2. Використовуючи властивiсть скалярного добутку,

отримаємо

|−→a +
−→
b |2 =

(−→a +
−→
b
)2

=
(
3−→p + 3−→q

)2

= 9
(−→p 2 + 2−→p −→q +−→q 2

)
=
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= 9
(
|−→p |2 + 2|−→p | · |−→q | · cosϕ+ |−→q |2

)
= 9
(
1 + 2 · 1 · 2 · 1

2
+ 4
)

= 63,

звiдки |−→a +
−→
b | =

√
63 = 3

√
7.

Аналогiчно,

|−→a −
−→
b |2 =

(−→a −−→b )2

=
(−→p − 5−→q

)2

=
(−→p 2 − 10−→p −→q + 25−→q 2

)
=

=
(
|−→p |2 − 10|−→p | · |−→q | · cosϕ+ 25|−→q |2

)
=
(
1− 10 · 1 · 2 · 1

2
+ 4 · 25

)
= 91,

звiдки |−→a −
−→
b | =

√
91.

Приклад 8. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах −→a = 2−→p − −→q i
−→
b = −→p + 4−→q , якщо |−→p | = 1, |−→q | = 2, ϕ = (−̂→p ,−→q ) = π

3
.

Скористуємось означенням та властивостями векторного добутку:

S =
∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣ =

∣∣∣(2−→p −−→q )× (−→p + 4−→q )
∣∣∣ =

∣∣∣8(−→p ×−→q )−−→q ×−→p
∣∣∣ =

∣∣∣9(−→p ×−→q )
∣∣∣ =

= 9 · |−→p | · |−→q | · | sinϕ| = 9 · 1 · 2 · sin π
3

= 9
√

3.

Приклад 9. Знайти площу основи ABC, об’єм та довжину висоти трикутної пiрамiди,
вершинами якої є точки A(1, 2, 3), B(0,−1, 1), C(2, 5, 2), D(3, 0,−2).

Складемо три вектори, якi мають спiльний початок (наприклад, у вершинi A): −→a =
−→
AB = (−1,−3,−2),

−→
b =

−→
AC = (1, 3,−1), −→c =

−−→
AD = (2,−2,−5).

Тодi з властивостей векторного добутку матимемо, що

SABC =
1

2
|−→a ×

−→
b |.

Знайдемо окремо

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣−3 −2
3 −1

∣∣∣∣−→i − ∣∣∣∣−1 −2
1 −1

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣−1 −3
1 3

∣∣∣∣−→k = 9
−→
i − 3

−→
j .

Тодi SABC = 1
2

√
92 + 32 = 3

2

√
10.

Об’єм пiрамiди:

VABCD =
1

6
|(−→a ×

−→
b ) · −→c | = 1

6

∣∣∣∣∣∣
−1 −3 −2
1 3 −1
2 −2 5

∣∣∣∣∣∣ =
1

6
· 24 = 4.
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Знайдемо висоту пiрамiди, опущеної з вершини D:

H =
3VABCD
SABC

=
3 · 4
3
2

√
10

=
8√
10
.

Приклад 10. Дано вершини трикутника ABC: A(1,−2), B(5, 4), C(−2, 0). Скласти
рiвняння сторони AB трикутника, рiвняння бiсектриси AL, рiвняння висоти BN , рiвняння
медiани CM , рiвняння прямої, що проходить через точку C паралельно AB. Знайти
довжину висоти BN .

Складемо рiвняння прямої, на якiй лежить сторона трикутника AB, як рiвняння
прямої, що проходить через двi точки.

AB :
x− 1

5− 1
=
y + 2

4 + 2
⇔ x− 1

4
=
y + 2

6
,

звiдки
AB : 3x− 2y − 7 = 0.

Складемо рiвняння бiсектриси AL. Для цього знайдемо координати точки L,
використовуючи властивiсть бiсектриси трикутника: |BL|

|LC| = |AB|
|AC| . Оскiльки |AB| =√

(5− 1)2 + (4 + 2)2 =
√

52, i |AC| =
√

(−2− 1)2 + (0 + 2)2 =
√

13, то λ = |BL|
|LC| = 2. За

формулою подiлу вiдрiзка у заданному вiдношеннi:

xL =
xB + λxC

1 + λ
=

1

3
, yL =

yB + λyC
1 + λ

=
4

3
,

звiдки L(1
3
, 4

3
). Таким чином, рiвняння прямої, на якiй лежить бiсектриса внутрiшнього

кута при вершинi A трикутника ABC:

AL :
x− 1
1
3
− 1

=
y + 2
4
3

+ 2
⇔ 5x+ y − 3 = 0.

Перед тим, як скласти рiвняння висоти BN , складемо рiвняння прямої, на якiй лежить
сторона AC, як рiвняння прямої, що проходить черз двi точки:

AC :
x− 1

−2− 1
=
y + 2

0 + 2
⇔ x− 1

−3
=
y + 2

2
,
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звiдки
AC : 2x+ 3y + 4 = 0.

Тепер складемо рiвняння прямої, на якiй лежить висота BN , як рiвняння прямої,
перпендикулярної AC, що проходить через точку B. Оскiльки вектор −→n = (2, 3) —
нормальний вектор прямої AC, то вiн є напрямним вектором прямої BN . Тому шукане
рiвняння висоти

BN :
x− 5

2
=
y − 4

3
⇔ 3x− 2y − 7 = 0.

Виявляється, що пряма, на якiй лежить висота BN , спiвпадає з прямою, на якiй лежить
сторона AB. Таким чином, точка N спiвпадає з точкою A, а кут при вершинi A — прямий.

Обчислимо довжину висоти BN за формулою вiдстанi вiд точки до прямої:

d =

∣∣∣2 · 5 + 3 · 4 + 4
∣∣∣

√
22 + 32

=
26√
13

= 2
√

13.

Для того, щоб скласти рiвняння прямої, на якiй лежить медiана CM знайдемо
координати точки M за формулами середини вiдрiзка AB:

xM =
xA + xB

2
=

1 + 5

2
= 3, yM =

yA + yB
2

=
−2 + 4

2
= 1.

Тому рiвняння медiана

CM :
x+ 2

3 + 2
=
y − 0

1− 0
⇔ x+ 2

5
=
y

1
,

звiдки
CM : x− 5y + 2 = 0.

Нарештi, складемо рiвняння прямої, що проходить через точку C паралельно сторонi
AB. Оскiльки паралельнi прямi мають колiнеарнi нормальнi вектори, то нормальний
венктор −→n = (3,−2) прямої AB можна вважати також нормальним вектором
шуканої прямої. Тодi за рiвнянням прямої, що проходить через задану точку C(−2, 0)
перпендикулярно вектору −→n = (3,−2), рiвняння шуканої прямої матиме вигляд:

3(x+ 2)− 2(y − 0) = 0 ⇔ 3x− 2y + 6 = 0.

Приклад 11. Знайти точку, симетричну точцi M(3, 4, 5) вiдносно площини x−2y+z−6 =
0.

Спочатку складемо рiвняння прямої L, що проходить через точку M(3, 4, 5)
перпендикулярно до площини Q: x−2y+z−6 = 0. Оскiльки нормальний вектор площини −→n =

(1,−2, 1) є паралельним шуканiй прямiй, то можна вважати, що вектор
−→
S = (1,−2, 1) є

напрямним векторм прямої L. Пiдставляючи координати точки M(3, 4, 5) та координати
напрямного вектора

−→
S у канонiчне рiвняння прямої, отримаємо

L :
x− 3

1
=
y − 4

−2
=
z − 5

1
= t.
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Знайдемо точку O перетину прмої L з площиною Q. Для цього розв’яжемо систему
рiвнянь: 

x = 3 + t,

y = 4− 2t,

z = 5 + t,

x− 2y + z − 6 = 0.

Пiдставляючи змiннi x, y, z у останнє рiвняння системи, матимемо

3 + t− 2(4− 2t) + 5 + t− 6 = 0.

Звiдси t = 1, а отже, x = 3 + 1 = 4, y = 4− 2 = 2, z = 5 + 1 = 6. Таким чином, O(4, 2, 6) —
точка перетину прямої L з площиною Q.

Нарештi, знайдемо координати точки N(xN , yN , zN), симетричної точцi M вiдносно
площини Q. Оскiльки точка O є серединою вiдрiзка MN , то

xO =
xM + xN

2
, yO =

yM + yN
2

, zO =
zM + zN

2
,

звiдки
xN = 2xO − xM = 5, yN = 2yO − yM = 0, zN = 2zO − zM = 7.

Остаточно, N(5, 0, 7) — точка, симетрична M вiдносно площини Q.

Приклад 12. Знайти проекцiю точки M(2, 8, 0) на пряму L:

x− 1

−3
=
y + 3

1
=
z − 3

−1
.

Спочатку складемо рiвняння площини P , що проходить через точку M(2, 8, 0)

перпендикулярно до прямої L. Очевидно, напрямний вектор
−→
S = (−3, 1,−1) прямої L є

нормальним вектором шуканої площини P . Тому запишемо загальне рiвняння площини P .

P : −3(x− 2) + 1(y − 8)− 1(z − 0) = 0, ⇔ 3x− y + z + 2 = 0.

Знайдемо точку O перетину прмої L з площиною Q. Для цього розв’яжемо систему
рiвнянь: 

x = 1− 3t,

y = −3 + t,

z = 3− t,
3x− y + z + 2 = 0.

Пiдставляючи змiннi x, y, z у останнє рiвняння системи, матимемо

3(1− 3t)− (−3 + t) + (3− t) + 2 = 0, ⇔ 11t = 11.

Звiдси t = 1, а отже, x = 1 − 3 = −2, y = −3 + 1 = −2, z = 3 − 1 = 2. Таким чином,
O(−2,−2, 2) — точка перетину прямої L з площиною P . Ця точка i є проекцiєю точки
M(2, 8, 0) на пряму L.
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