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ВИЗНАЧЕННЯ ПОХИБКИ ПРОЦЕСІВ ШЛІФУВАННЯ  
ТА ШВИДКІСНОГО ФРЕЗЕРУВАННЯ З УРАХУВАННЯМ  
СТАТИЧНОЇ ТА ДИНАМІЧНОЇ НЕВРІВНОВАЖЕНОСТІ 

Актуальність теми дослідження. Досить часто для отримання необхідної точності виготовлення деталей, 
вони обробляються на круглошліфувальних, внутрішньошліфувальних, плоскошліфувальних та різьбошліфувальних 
верстатах. Попередньо врівноважене шліфувальне коло в процесі експлуатації втрачає врівноважений стан і набуває 

дисбаланс, що змінюється протягом часу. Однією з причин, що викликає зміну дисбалансу, є знос шліфувального кола, 
який може бути нерівномірним або рівномірним. Нерівномірний знос виникає у зв’язку з розcіюванням міцності різа-
льної поверхні кола (у межах одного інструмента). При рівномірному зносі, зокрема й за рахунок правок кола, неврів-
новаженість виникає через нерівномірну щільність, відхилення розмірів, форми й розташування поверхонь. 

Постановка проблеми. У процесі виконання шліфувальних робіт необхідно враховувати те, що шпиндель шлі-
фувального верстата внаслідок зносу шліфувального кола, піддатливості опор, згинальної жорсткості переходить 
у неврівноважений стан, що впливає на точність і якість механічної обробки деталей. Тому виникає проблема визна-
чення похибок положення ротора динамічної системи з урахуванням статичної та динамічної неврівноваженості, 

складових сил різання та пружних зусиль, що виникають в опорах шпиндельного вузла. 
Аналіз останніх досліджень і публікацій. У роботі були розглянуті останні публікації з цієї теми, які предста-

влено у відкритому доступі, включаючи мережу Інтернет. 
Виділення недосліджених частин загальної проблеми. Відомі дослідження точності процесу шліфування важкооб-

роблюваних деталей не враховують вплив статичної, динамічної та моментної неврівноваженості технологічної системи 
шліфувального верстата. Однак у процесі оцінювання точності положення шпинделя в просторових координатах та то-
чності виготовлення заданої деталі в математичній моделі процесу механічної обробки необхідно враховувати перерахо-
вані фактори. Тому дані дослідження дають можливість конструктору підвищити точність проєктування металоріза-

льних верстатів шліфувальної групи при обробці деталей, які мають конструктивну неврівноваженість. 
Постановка завдання. Метою цієї наукової роботи є моделювання положення шпинделя шліфувальних та фре-

зерних верстатів з урахуванням інерційних зусиль, які виникають унаслідок статичної та динамічної неврівноваже-
ності роторного вузла, що обумовлює точність і якість процесу механічної обробки. 

Виклад основного матеріалу. Стан врівноваженості шпиндельного вузла, відбалансованого заводом-виготов-

лювачем, при обробці деталей на металорізальних верстатах безупинно змінюється. При шліфуванні дисбаланс ви-
никає внаслідок зношування і неоднорідної структури змінної інструментальної головки шліфувального круга. У про-
цесі обробки деталі, яка обертається, він зумовлений неврівноваженою заготовкою. Для компенсації режимної зміни 
дисбалансу і з метою підвищення якості обробки, особливо на фінішних операціях, без зниження нормативних режи-

мів різання на шпиндель верстата встановлюють коригувальні маси, диски з приводом їх від гідростатичної або 
гідродинамічної опор. 

Висновки відповідно до статті. У результаті проведених досліджень у роботі отримано математичну модель 
положення шпинделя шліфувального верстата з урахуванням складових статичної та динамічної неврівноваженості 

ротора, яка виникає внаслідок похибок технологічної системи верстата та зносу шліфувального кола. Використову-
ючи цю модель можна проводити розрахунок похибок механічної обробки, що виникають при різанні. Також це дос-
лідження дозволяє уточнити вплив похибок процесу шліфування на якість обробки деталей, що дає можливість оп-
тимізувати режими різання і, відповідно, підвищити ефективність процесу шліфування. Ця методика також може 

використовуватися для високошвидкісного фрезерування, яке є альтернативою шліфуванню. 
Ключові слова: фрезерування; шліфування; похибки; точність. 
Рис.: 1. Бібл.: 7. 
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деталей вони обробляються на круглошліфувальних, внутрішньошліфувальних, плоско-

шліфувальних та різьбошліфувальних верстатах. Попередньо врівноважене шліфувальне 

коло в процесі експлуатації втрачає врівноважений стан і набуває дисбаланс, що зміню-

ється протягом часу. Однією з причин, що викликає зміну дисбалансу, є знос шліфува-

льного кола, який може бути нерівномірним або рівномірним. Нерівномірний знос вини-

кає у зв’язку з розсіюванням міцності різальної поверхні кола (в межах одного 

інструмента). При рівномірному зносі, зокрема й за рахунок правок кола, неврівноваже-

ність виникає через нерівномірну щільність, відхилення розмірів, форми і розташування 

поверхонь. Крім того, зміна неврівноваженості може бути викликана накопиченням у 

колі відходів шліфування та мастильно-охолоджувальної рідини у зв’язку з неоднорід-

ною пористістю шліфувального кола. Тому процеси балансування доцільно використо-

вувати на верстатах шліфувальної групи та верстатах для швидкісного фрезерування. 

 Кальченко В. В., Кальченко В. В., Цибуля С. Д., Сахно Є. Ю., 2020 
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Постановка проблеми. У процесі виконання шліфувальних робіт необхідно врахо-
вувати те, що шпиндель шліфувального верстата внаслідок зносу шліфувального кола, 
піддатливості опор, згинальної жорсткості переходить у неврівноважений стан, що впли-
ває на точність і якість механічної обробки деталей. Тому виникає проблема визначення 
похибок положення ротора динамічної системи з урахуванням статичної та динамічної 
неврівноваженості, складових сил різання та пружних зусиль, що виникають в опорах 
шпиндельного вузла.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У роботі [1] розглянуто сучасні технології 
виготовлення високоточних деталей різними методами. Наведено математичну теорію про-
цесів фінішної механічної обробки матеріалів та сформульовано практичні рекомендації 
щодо впровадження прогресивних технологій механічної обробки у виробництво. У робо-
тах [2; 3] проведено дослідження круглого шліфування переривчастими кругами й показано 
підвищений рівень оброблення поверхонь кочення в порівнянні з традиційними методами 
шліфування. Також визначено поведінку шпинделя шліфувальної бабки при зміні жорстко-
сті опор для розробки автоматичної системи стабілізації величини зазору в гідростатичних 
підшипниках для підвищення сталості процесу шліфування. У [4] розглянуто метод виді-
лення з часового ряду періодичної складової вібраційного процесу. Представлено експери-
ментальний прототип системи вимірювання вібрацій для промислового шліфувального об-
ладнання. У роботі [5] розглянуто проблему повного балансування багаточашкового 
абразивного інструменту, розроблено графічну модель процесу балансування.  

Виділення недосліджених частин загальної проблеми. Відомі дослідження точності 
процесу шліфування важкооброблюваних деталей не враховують вплив статичної, дина-
мічної та моментної неврівноваженості технологічної системи шліфувального верстата. 
Однак у процесі оцінювання точності положення шпинделя в просторових координатах та 
точності виготовлення заданої деталі в математичній моделі процесу механічної обробки 
необхідно враховувати перераховані фактори. Тому дані дослідження дають можливість 
конструктору підвищити точність проєктування металорізальних верстатів шліфувальної 
групи при обробці деталей, які мають конструктивну неврівноваженість. 

Постановка завдання. Метою цієї наукової роботи є моделювання положення шпи-
нделів шліфувальних та фрезерних верстатів з урахуванням інерційних зусиль, які вини-
кають унаслідок статичної та динамічної неврівноваженості роторних вузлів верстатів, 
що зумовлює точність і якість процесу механічної обробки. 

Виклад основного матеріалу. Стан врівноваженості шпиндельного вузла, відбалан-
сованого заводом-виготовлювачем, при обробці деталей на металорізальних верстатах бе-
зупинно змінюється. При шліфуванні дисбаланс виникає внаслідок зношування і неодно-
рідної структури шліфувального круга. У процесі обробки деталі, яка обертається, він 
зумовлений неврівноваженою заготовкою. Для компенсації режимної зміни дисбалансу й 
з метою підвищення якості обробки, особливо на фінішних операціях, без зниження нор-
мативних режимів різання на шпиндель верстата встановлюють коригувальні (неврівно-
важені) маси (КМ), [6] диски з приводом їх від гідростатичної або гідродинамічної опор. 
По окружності дисків з боку торцевих поверхонь просвердлено Z0 отворів, осі яких пара-
лельні осі шпинделя. Частина отворів заповнена свинцем (Z≤Z0/2) для додання КМ певного 
значення дисбалансу, що компенсує вектор дисбалансів неврівноваженого шпинделя. 

Відцентрова сила, створювана одним свинцевим циліндром при обертанні шпинделя 

з кутовою швидкістю ω , дорівнює: 

F=Mсц
2
ω Rсц, 

де Mсц – маса свинцевого циліндра; Rсц – радіус розміщення свинцевого циліндра.  

При цьому умова компенсації неврівноваженості оброблюваної заготовки отримана 
в роботі [6]. 



№ 3(21), 2020 ТЕХНІЧНІ НАУКИ ТА ТЕХНОЛОГІЇ 
  

TECHNICAL SCIENCES AND TECHNOLOGIES 
 

74 

При обробці складних і важкооброблюваних деталей похибки обробки, що виника-

ють унаслідок деформацій технологічної системи та її елементів є домінуючими в сума-

рній похибці обробки. Для їхнього визначення проведемо динамічні дослідження сис-

теми шпиндель – неврівноважена шліфувальна головка (рис. 1). 

 

а      б 

Рис. 1. До визначення похибки обробки: а – схема для визначення приведеної  

маси системи; б – розрахункова схема динамічної системи 

Згинальний момент у перетині шпинделя (рис. 1, а) визначається за формулою: 

  
2

( )
( ) ,

2
x

q l x
M P l x

−
= − +      (1) 

де Р – вага шліфувальної головки; q – погонна вага шпинделя. 

Рівняння пружної лінії ротора має вигляд:  

    
2 2

2

( )
( ) .

2

d y Q l x
EJ P l x

dx

−
= − +      (2) 

Інтегруємо двічі отримаємо:  

    

3 4( ) ( )
.

6 24
x

P l x q l x
Y C D

EJ EJ

− −
= + + +     (3) 

Постійні інтегрування С и D знайдемо з початкових умов при х = 0; y = 0: 

 х=0; у=0; .0=
dx

dy
 

Після підстановки в [3] одержимо: 

  
3 4 3

21 ( ) ( )
.

2 3 12 2 3 4
x

P l x q l x ql l ql
Y l P x P

EJ

 − −    
= + + + − +    

    
     (4) 

При :, lx YYlx ==  

3

31
.

2 3 3 4
l

ql l ql
Y l P P

EJ

    
= + − +    

    
 

Виражаючи 
x

Y через lY , знайдемо: 

    
( )

3 4

3

3

2 3 12
.

2

3 4

x

ql x qx
lx P P ql Y

Y
ql

P l

   
+ − + −    

    =
 

+ 
 

         (5) 

Закон збереження енергії для динамічної системи має вигляд: 



ТЕХНІЧНІ НАУКИ ТА ТЕХНОЛОГІЇ № 3(21), 2020 
 

TECHNICAL SCIENCES AND TECHNOLOGIES 
 

75 

      
2

1

0

,
2

e

e

x

mY
T dT= +∫

ɺ

     (6) 

де 2

2
x

qdx
dT Y

q
=

ɺ  – кінетична енергія елемента механічної системи довжиною dx; 

21
( )

2

n

e

m m
T Y

+
=

ɺ  – кінетична енергія всієї системи. 

Заміняючи T і dTх їхніми значеннями, й інтегруючи вираз (6), одержимо формулу для 

визначення наведеної маси ротора: 

 
2 2 2

2

(0,104 0,08 0,016 )
,

1
(0,6 )

4

n

P Pql q l P
m

ql

+ +
=

+

         (7) 

де q = Q/l – погонна вага шпинделя; Р – вага шліфувальної головки; l – довжина консолі. 

Далі в роботі досліджуємо змушені коливання системи з урахуванням статичної і ди-

намічної неврівноваженості, а також з урахуванням дії складових сил різання Px і Pz, а 

також пружних сил Fx мастильного матеріалу підшипника (осьова складова сили різання 

не враховується через її мале значення).  

Представимо механічну систему в тримірному просторі. Система має осьову інерцію, 

обертається з кутовою швидкістю ω на двох опорах А і В з коефіцієнтами жорсткості С1 

і С2 (рис. 1, б). Виберемо нерухому систему координат OXYZ так, щоб її початок збігався 

з лівою опорою в положенні рівноваги. Додамо системі мале переміщення, тоді коорди-

нати опори А будуть Y1; Z1, а координати опори В – Y2; Z2. При цьому, динамічні похибки 

обробки визначаються як різниці координат кінцевого і початкового положення системи 

Y2 – Y1; Z2 – Z1.  

Головний центральний осьовий момент інерції визначається за формулою: 

2 2

0 1 2 1

1 1
,

2 2
I M R M R= +     (8) 

де М1 і М2 – маса шпинделя і шліфувальної головки, відповідно; R і R1 – радіус шпинделя 

і шліфувальної головки.  

Момент інерції відносно осі, перпендикулярної до осі обертання ротора, з урахуван-

ням зміщення шпинделя під дією технологічного дисбалансу буде: 

   
2 22 2

1 1

1 2
.

4 3 4 3

R lR l
J M M

  
= + + +  

   
    (9) 

Кут між проєкцією осі шпинделя на площину xy і віссю х позначимо β, а між віссю 

шпинделя і її проєкцією на площину xy позначимо γ. Запишемо координати центра ваги 

С за формулами:  

2 1 2 1

1 2 1 2

1

; .
c c

l l l l
Y Y Y Z Z Z

l l l l
= − + = − +  

Тоді кути β і γ будуть виражатися через координати 2 1 2 1
;

Y Y Z Z

l l
β γ

− −

= = . 

Ексцентриситет валу позначимо через е. Головна вісь інерції утворює з віссю обер-

тання кут δ. Площина, у якій лежить кут δ, і площина xy утворить кут (ωt – ε), де ε – кут 

відхилення осі від вертикалі, ω – кутова швидкість обертання головки. З урахуванням 

вищезазначеного, центри інерції Yc і Zc, відхилені на величину е, визначаються з виразу: 
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



+=
−−=

teZZ

teYY

c

c

ω

ω

sin

cos
.          (10) 

З урахуванням координат центрів ваги Xc і Zc, кутів β і γ, а також піддатливості опор 

ротора в поперечному напрямку, рівняння набудуть такого вигляду: 
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






− + + = − ×

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ɺɺ

   (11) 

де Qy та Qz – параметри ваги шпинделя по координатах y і z. 
Розв’язання рівняння (11) проводиться відомими математичними методами на ПК. 

Результати дозволяють одержати дійсну картину переміщень, швидкості і прискорення 
ротора в перехідному режимі з урахуванням уточнених координат елементів шпинделя. 
Змінюючи координати Y і Z можна управляти рівнем вібрації роторної системи і, в оста-
точному підсумку, параметрами якості механічної обробки. 

Передові фірми Schiess koop та Junker (Німеччина) для обробки складних поверхонь 
з криволінійним профелем використовують верстати з ЧПК, в яких процеси фрезеру-
вання та шліфування виконуються послідовно на одному верстаті. 

Фірма Schiess koop вперше запропонувала фрезерування та шліфування кулачків ро-
зподільчих валів двигунів внутрішнього згорання з послідовним вводом інструменталь-
них бабок у зону обробки. 

Інструментальна поверхня, як поверхня обертання дискових інструментів шліфува-
льного кола і фрези описується одним рівнянням, матричний вираз якого наведено в ро-
боті [7]. Це дає змогу при фрезеруванні та шліфуванні описувати еквідістанти одним рі-
внянням, з урахуванням діаметра інструмента, що спрощує процеси управління 
шліфуванням та фрезеруванням. 

Конструкція верстатів Schiess koop включає дві роторні системи: система «шпиндель-
деталь» та «шпиндель-інструмент (фреза, шліфувальний круг)». Для забезпечення постій-
ного зняття припуску за координатою обробки деталь повинна обертатися зі змінною часто-
тою обертання, що викликає динамічні навантаження на технологічну систему. Для змен-
шення похибок «технологічної спадковості» процесу фрезерування на процес шліфування 
застосовують швидкісне фрезерування з використанням інструменту, оснащеного непере-
точуваними пластинками з надтвердих матеріалів (ельборових та металокерамічних). 

Висновки відповідно до статті. У результаті проведених досліджень у роботі отри-
мано математичну модель положення шпинделя шліфувального верстата з врахуванням 
складових статичної та динамічної неврівноваженості ротора, яка виникає внаслідок по-
хибок технологічної системи верстата та зносу шліфувального кола. Використовуючи 
цю модель можливо проводити розрахунок похибок механічної обробки, що виникають 
при різанні. Також це дослідження дозволяє уточнити вплив похибок процесу шліфу-
вання на якість обробки деталей, що дає можливість оптимізувати режими різання і, від-
повідно, підвищити ефективність процесу шліфування. 

За запропонованою моделлю можна оптимізувати параметри роторних систем «шпин-
дель-деталь» та «шпиндель-інструмент» та технологічної системи загалом. Вона дає змогу 
розрахувати частоту обертання деталі та режими фрезерування і шліфування за координа-
тою обробки, яка забезпечує необхідну точність та якість оброблюваної поверхні. 
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Volodymyr Kalchenko, Vitaliі Kalchenko, Sergii Tsybulia, Evgeny Sakhno 

DETERMINATION OF ERROR OF GRINDING AND SPEED MILLING 
PROCESSES TAKING INTO ACCOUNT STATIC AND DYNAMIC IMBALANCE 

Urgency of the research. Quite often, in order to obtain the necessary precision in the manufacture of parts, they are 
processed on circular grinding, internal grinding, surface grinding and thread grinding machines. The previously balanced 
grinding wheel loses its balanced state during operation and acquires an imbalance that changes over time. One of the reasons 
for the change in imbalance is the wear of the grinding wheel, which can be uneven or even. Uneven wear occurs due to the 

variation in the strength of the cutting surface of the wheel (within the same tool). With uniform wear, including due to wheel 
edits, imbalance occurs due to uneven density, deviations in size, shape and location of surfaces. 
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Target setting. In the process of performing grinding work, it is necessary to take into account the fact that the spindle of 
the grinding machine, due to wear of the grinding wheel, pliability of supports, bending stiffness, goes into an unbalanced 
state, which affects the accuracy and quality of machining of parts. Therefore, the problem arises of determining the errors of 
the rotor position of the dynamic system, taking into account the static and dynamic imbalance, the components of the cutting 

forces and elastic forces arising in the supports of the spindle assembly. 
Analysis of recent research and publications. The work considered the latest publications on this topic, which are pre-

sented in the public domain, including the Internet. 
Uninvestig atedpart sof general matters defining. Known studies of the accuracy of the grinding process of difficult-to-

work parts do not take into account the influence of the static, dynamic and moment imbalance of the technological system of 
the grinding machine. However, when assessing the accuracy of the position of the spindle in spatial coordinates and the 
accuracy of manufacturing a given part in the mathematical model of the machining process, the listed factors must be taken 
into account. Therefore, these studies enable the designer to improve the design accuracy of metal-cutting machine tools of the 

grinding group when processing parts that have a structural imbalance. 
The research objective. The purpose of this research is to model the position of the spindle of grinding and milling ma-

chines, taking into account the inertial forces that arise due to static and dynamic imbalance of the rotor assembly, which 
determines the accuracy and quality of the machining process. 

The statement of basic materials. The balanced state of the spindle assembly equilibratedby the manufacturer, and when 
processing parts on metal-cutting machines, it continuously changes. When grinding, imbalance occurs due to wear and the 
uneven structure of the grinding wheel. In the process of machining a rotating part, it is due to an unbalanced workpiece. To 
compensate for the mode change in imbalance and in order to improve the quality of processing, especially at finishing oper-
ations, without reducing the standard cutting conditions, correction masses, discs driven by hydrostatic or hydrodynamic sup-

ports are installed on the machine spindle. 
Conclusions. As a result, of the research carried out in the work, a mathematical model of the position of the spindle of a 

grinding machine was obtained, taking into account the components of the static and dynamic imbalance of the rotor, which 
arises due to errors in the technological system of the machine and wear of the grinding wheel. Using this model, it is possible 

to calculate the machining errors that occur during cutting. In addition, this study makes it possible to clarify the effect of 
errors in the grinding process on the quality of processing parts, which makes it possible to optimize cutting conditions, and 
accordingly increase the efficiency of the grinding process. This technique can also be used for high-speed milling, which is 
an alternative to grinding. 

Keywords: milling; grinding, error, accuracy. 
Fig.: 1. References: 7. 
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