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ВСТУП

Мета методичних вказiвок — допомогти студентам оволодiти знаннями з
роздiлу функцiй кiлькох змiнних, навчитися розв’язувати типовi задачi з даної
теми та застосовувати їх при вивченнi iнших дисциплiн.

Методичнi вказiвки ”Функцiї багатьох змiнних“ мiстять основнi поняття про
функцiї багатьох змiнних, що викладаються студентам у рамках даної теми,
приклади розв’язання типових стандартних задач, а також 30 рiзних варiантiв
iндивiдуальних завдань.

Методичнi вказiвки складаються з двох роздiлiв. В першому роздiлi наведенi
основнi теоретичнi поняття та приклади розв’язання задач. Другий роздiл
вмiщує 30 варiантiв iндивiдуальних завдань. На думку укладачiв найбiльшого
успiху в оволодiннi предметом студенти можуть досягти при сумiсному
використаннi пiдручника [1-2] та методичних вказiвок.
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ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТЕОРIЇ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

1 Поняття функцiї багатьох змiнних. Область визначення. Нехай
задано множину D впорядкованих пар (x, y) з R2. Якщо кожнiй парi чисел
(x, y) за певним законом вiдповiдає єдине число z, то кажуть, що на множинi
D визначено функцiю двох змiнних x i y, i записують z = f(x, y). Змiннi x та y
називають незалежними змiнними. Множину пар (x, y) значень x та y, для яких
функцiя z = f(x, y) iснує, називають областю визначення функцiї i позначають
D або D(z).

Приклад 1. Знайти область визначення D функцiї z =
4
√

2x− x2 − y2 − 4y − 1.
Розв’язання. Функцiя визначена в тих точках площини де виконується
нерiвнiсть 2x − x2 − y2 − 4y − 1 ≥ 0. Для того, щоб визначити область D
геометрично, знайдемо її межу:

2x− x2 − y2 − 4y − 1 = 0, або x2 − 2x+ y2 + 4y + 1 = 0.

Видiливши повнi квадрати, отримаємо, що останнє рiвняння еквiвалентне
наступному

(x− 1)2 + (y + 2)2 − 4 = 0, тобто (x− 1)2 + (y + 2)2 = 4.

Це рiвняння визначає на площинi Oxy коло радiуса 2 з центром в точцi
(1;−2). Дане коло дiлить всю площину на двi частини. Щоб визначити,
яка з частин є областю визначення даної функцiї, тобто задовольняє умову
2x−x2−y2−4y−1 ≥ 0, достатньо перевiрити цю умову для довiльної точки,
яка не лежить на колi. Наприклад, розглянемо точку (1; 1), яка розташована
зовнi кола. Пiдставивши її в нерiвнiсть, отримаємо 2 − 1 − 1 − 4 − 1 ≥ 0.
Ця нерiвнiсть є невiрною. Отже, областю визначення є внутрiшнiсть кола
включаючи границю.
Вiдповiдь: D = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + (y + 2)2 ≤ 4}.

Поняття функцiї двох змiнних можна узагальнити на випадок бiльшої
кiлькостi змiнних. Якщо задано множину D упорядкованих систем
(x1;x2; ...;xn) з Rn, i кожнiй точцi (x1;x2; ...;xn) з Rn за певним законом
вiдповiдає єдине значення z, то кажуть, що на множинi D визначено функцiю z
вiд n змiнних x1, x2, ..., xn, i записують z = f(x1, x2, ..., xn). При цьому множина
D називається областю визначення функцiї z[1].

2 Границя функцiї багатьох змiнних. Частиннi похiднi.
Введемо означення границi функцiї для функцiї двох змiнних. Множина всiх

точок M(x; y), координати яких задовольняють нерiвнiсть

ρ(M ;M0) < δ,
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де ρ(M ;M0) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 — вiдстань вiд точки M(x; y) до точки
M0(x0; y0), називається δ-околом точки M0(x0; y0).

Число A називається границею функцiї z = f(x, y) в точцi M , якщо для
кожного числа ε > 0 iснує число δ > 0 таке, що для всiх точок M(x; y) ∈ D, якi
задовольняють умову 0 < ρ(M,M0) < δ, виконується нерiвнiсть |f(M)−A| < ε.

Нехай функцiя z = f(x, y) визначена в деякому околi точкиM(x; y). Надамо
змiннiй x приросту 4x, залишаючи змiнну y незмiнною, так, щоб точка M(x+
4x; y) належала заданому околу. Величина

4xz = f(x+4x, y)− f(x, y)

називається частинним приростом функцiї z по змiннiй x. Аналогiчно вводиться
частинний прирiст 4yz функцiї z по змiннiй y, а саме

4yz = f(x, y +4y)− f(x, y).

Якщо iснує границя

lim
4x→0

4xz

4x
= lim
4x→0

f(x+4x, y)− f(x, y)

4x
,

то вона називається частинною похiдною функцiї z = f(x; y) в точцi M(x; y) по
змiннiй x, i позначається z′x або ∂z

∂x .
Аналогiчно, якщо iснує границя

lim
4y→0

4yz

4y
= lim
4y→0

f(x, y +4y)− f(x, y)

4y
,

то вона називається частинною похiдною функцiї z = f(x, y) в точцi M(x; y) по
змiннiй y, i позначається z′y або ∂z

∂y .

Згiдно з означенням, при знаходженнi частинної похiдної ∂z
∂x обчислюють

звичайну похiдну функцiї однiєї змiнної x, вважаючи змiнну y сталою, а при
знаходженнi похiдної ∂z

∂y сталою вважається змiнна x. Тому частиннi похiднi
знаходяться за формулами i правилами обчислення похiдних функцiй однiєї
змiнної. Для функцiї n змiнних z = f(x1, x2, ..., xn) можна знайти n частинних
похiдних:

∂z

∂x1
;

∂z

∂x2
; ... ;

∂z

∂xn
.

Щоб знайти частинну похiдну ∂z
∂xi
, i = 1, ..., n, треба взяти звичайну похiдну вiд

функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) по змiннiй xi, вважаючи решту змiнних сталими.
Розглянемо приклад.
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Приклад 2. Обчислити частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 3x7y2 + 2 cos(4x+ 6) +
x2

5y + 4
; б) z = (ln (2x+ 7))4y2+5.

Розв’язання.
a)

∂z

∂x
= 21x6y2 − 2 sin (4x+ 6) · 4 +

2x

5y + 4
,

∂z

∂y
= 3x7 · 2y − 5x2

(5y + 4)2 .

б)

∂z

∂x
= (4y2+5)(ln (2x+ 7))4y2+4· 2

2x+ 7
,

∂z

∂y
= (ln (2x+ 7))4y2+5·ln(ln (2x+ 7))8y.

3 Похiдна складеної функцiї.
Нехай z = f(x, y) є функцiєю двох змiнних, кожна з яких, в свою чергу

є функцiєю незалежної змiнної t : x = x(t), y = y(t). Таким чином, функцiю
z = f(x, y) можна подати у виглядi z = f(x, y) = f(x(t), y(t)). Тому функцiя
z = f(x; y) є складеною функцiєю змiнної t. Похiдну цiєї функцiї знаходять за
формулою:

dz

dt
=
∂z

∂x
· dx
dt

+
∂z

∂y
· dy
dt
. (1)

Приклад 3. Знайти dz
dt вiд функцiї

z = ln (x2 + e4y), x = arctg t, y =
1

4
ln t.

Розв’язання. Обчислимо окремо частиннi похiднi

∂z

∂x
=

2x

x2 + e4y
;

∂z

∂y
=

4e4y

x2 + e4y
;

dx

dt
=

1

1 + t2
;

dy

dt
=

1

4t
.

Пiдставивши в формулу (1), отримаємо

dz

dt
=

2x

x2 + e4y
· 1

1 + t2
+

4e4y

x2 + e4y
· 1

4t
=

1

arctg2 t+ t
· (2 arctg t

1 + t2
+ 1).

Аналогiчно можна обчислити похiдну складеної функцiї, кожна iз
незалежних змiнних якої є функцiєю декiлькох змiнних. Розглянемо випадок
функцiї двох незалежних змiнних, кожна з яких залежить також вiд двох
змiнних. Нехай задано функцiю двох змiнних z = f(x, y), причому незалежнi
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змiннi x та y є функцiями змiнних u i v, тобто x = x(u, v), y = y(u, v). Таким
чином, формально функцiя z = f(x, y) є функцiєю двох змiнних u i v, тобто
z = f(x, y) = f(x(u, v), y(u, v)). Тодi вiд функцiї z = f(x, y) можна знайти двi
частиннi похiднi ∂z

∂u та ∂z
∂v , якi обчислюються за формулами:

∂z

∂u
=
∂z

∂x

∂x

∂u
+
∂z

∂y

∂y

∂u
(2)

та
∂z

∂v
=
∂z

∂x

∂x

∂v
+
∂z

∂y

∂y

∂v
(3)

Приклад 4. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂u ,

∂z
∂v вiд функцiї

z = ln cos
x2

y
, x = u2v, y = v lnu.

Розв’язання.Функцiю можна записати в виглядi: z = f(x, y) =
f(x(u, v), y(u, v)), тому у функцiї iснують частиннi похiднi ∂z

∂u та∂z
∂v , якi

обчислюються за формулами (2) та (3). Обчислимо окремо частиннi похiднi:

∂z

∂x
= − 1

cos x2

y

·sin x
2

y
·2x
y

= − tg
x2

y
·2x
y

;
∂z

∂y
= − 1

cos x2

y

·sin x
2

y
· (−x

2

y2 ) = tg
x2

y
·x

2

y2

∂x

∂u
= 2uv;

∂x

∂v
= u2;

∂y

∂u
=
v

u
;

∂y

∂v
= lnu

Пiдставивши їх вiдповiдно в формули (2) та (3) будемо мати:

∂z

∂u
= − tg

x2

y
·2x
y

2uv+tg
x2

y
·x

2

y2

v

u
= tg

u4v

lnu
·(−4u3v

lnu
+
u3v

ln2 u
) = tg

u4v

lnu
·u

3v

lnu
(

1

lnu
−4)

∂z

∂v
= − tg

x2

y
· 2x
y
u2 + tg

x2

y
· x

2

y2 lnu = tg
u4v

lnu
(−2u4

lnu
+

u4

lnu
) = − tg

u4v

lnu
· u

4

lnu

Вiдповiдь: ∂z
∂u = tg u4v

ln u ·
u3v
ln u( 1

ln u − 4), ∂z
∂v = − tg u4v

ln u ·
u4

ln u .

4 Частиннi похiднi вищого порядку.
Якщо функцiя z = f(x, y) задана в областi D i має частиннi похiднi z′x, z′y

в усiх точках (x : y) ∈ D, то цi похiднi можна розглядати як новi функцiї,
заданi в областi D. Тому якщо iснує частинна похiдна по x вiд ∂z

∂x , то її
називають частинною похiдною другого порядку по змiннiй x вiд функцiїї
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f(x, y) i позначають ∂2f
∂x2 або ∂2z

∂x2 або f ′′xx. Аналогiчно ∂2f
∂y2 або f ′′yy. Крiм того,

якщо iснує частинна похiдна вiд функцiї ∂z
∂x по змiннiй y, то таку похiдну

називають мiшаною частинною похiдною другого порядку i позначають ∂2f
∂x∂y

або ∂2z
∂x∂y або z′′xy. Аналогiчно визначається мiшана похiдна ∂2f

∂y∂x .

Приклад 5. Знайти ∂2f
∂x2 ; ∂2f

∂y2 ; ∂2f
∂x∂y ;

∂2f
∂y∂x для функцiї z = arctg (4x− 3y).

Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi першого порядку:

∂z

∂x
=

4

1 + (4x− 3y)2 ,
∂z

∂y
=

−3

1 + (4x− 3y)2 .

Диференцiюючи їх ще раз, отримаємо похiднi другого порядку:

∂2z

∂x2 = − 32(4x− 3y)

(1 + (4x− 3y)2)2 ;
∂2z

∂y2 = − 18(4x− 3y)

(1 + (4x− 3y)2)2 ;

∂2z

∂x∂y
=

24(4x− 3y)

(1 + (4x− 3y)2)2 ;
∂2f

∂y∂x
=

24(4x− 3y)

(1 + (4x− 3y)2)2 .

5 Похiдна неявно заданої функцiї.
Розглянемо рiвняння

F (x, y, z) = 0.

Якщо кожнiй парi чисел x та y з деякої множини вiдповiдає єдине значення z,
яке разом з x та y задовольняє рiвняння F (x, y, z) = 0, то це рiвняння задає
неявну функцiю z = f(x, y)[2]. Частиннi похiднi ∂z

∂x ,
∂z
∂y неявної функцiї z вiд x

та y обчислюються за формулами:

∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

, (4)

∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

. (5)

Приклад 6. Знайти ∂z
∂x i ∂z

∂y для функцiї F (x, y, z) = 0, якщо

4x3y2 − ln
y2

z
+ 3ex2

y − 5z = 6.

Розв’язання. Спочатку запишемо функцiю F (x, y, z). В нашому випадку
F (x, y, z) = 4x3y2 − ln y2

z + 3ex2

y − 5z − 6 = 0 або F (x, y, z) = 4x3y2 − 2 ln y +

ln z + 3ex2

y − 5z − 6 = 0.
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Знайдемо частиннi похiднi.

∂F

∂x
= 12x2y2 + 3ex2 · 2xy; ∂F

∂y
= 8x3y − 2

y
+ 3ex2

;
∂F

∂z
=

1

z
− 5.

Скориставшись формулами (4) i (5), дiстанемо:

∂z

∂x
= −12x2y2 + 3ex2 · 2xy

1
z − 5

;
∂F

∂y
= −

8x3y − 2
y + 3ex2

1
z − 5

.

6 Похiдна за напрямком.
Розглянемо трьохвимiрний простiр. Нехай задано диференцiйовну функцiю

u(x, y, z). Виберемо в цьому просторi точку M(x; y; z) i проведемо з цiєї точки
вектор

−→
l який визначається напрямними косинусами: cosα, cos β, cos γ, де α, β,

γ – кути, якi утворює вектор
−→
l з осями координат Ox,Oy,Oz. Похiдна функцiї

u(x, y, z) за напрямком
−→
l визначається формулою:

∂u

∂
−→
l

=
∂u

∂x
· cosα +

∂u

∂y
· cos β +

∂u

∂z
· cos γ. (6)

Похiдна за напрямком ∂u

∂
−→
l
визначає швидкiсть змiни функцiї u(x, y, z) в точцi

M за напрямком
−→
l [3].

Приклад 7. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцi M за
напрямком l, якщо

u = x ln(2 + y2)− 2 arcctg z,
−→
l = −4

−→
j + 3

−→
k , M(3, 1, 1).

Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi:

∂u

∂x
= ln (2 + y2);

∂u

∂y
=

2xy

2 + y2 ;
∂u

∂z
=

2

1 + z2 .

Обчислимо їх значення в точцi M :

∂z

∂x
|M= ln 3;

∂u

∂y
|M= 2;

∂u

∂z
|M= 1.

Напрямок визначається вектором
−→
l = (0,−4, 3), отже напрямнi косинуси:

cosα = 0; cos β =
−4√

(−4)2 + 32
=
−4

5
; cos γ =

3√
(−4)2 + 32

=
3

5
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Скориставшись формулою (6), дiстанемо:

∂u

∂
−→
l

= ln 3 · 0 + 2 · (−4

5
) + 1 · 3

5
= −1.

Вiдповiдь: ∂u

∂
−→
l

= −1.

7 Рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi.
Нехай задано поверхню F (x, y, z) = 0. Точка M0(x0, y0, z0) належить цiй

поверхнi i функцiя F (x, y, z) диференцiйовна в точцi M0, причому не всi
частиннi похiднi функцiї F (x, y, z) в точцi дорiвнюють нулю. Рiвняння дотичної
площини до поверхнi в точцi має вигляд

F ′x(M0)(x− x0) + F ′y(M0)(y − y0) + F ′z(M0)(z − z0) = 0. (7)

Нормаллю до поверхнi в точцi називають пряму, що проходить через точку
перпендикулярно до дотичної площини в цiй точцi. Рiвняння нормалi має
вигляд:

x− x0

F ′x(M0)
=

y − y0

F ′y(M0)
=

z − z0

F ′z(M0)
. (8)

Приклад 8. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в
точцi M , якщо

S : x2 + y2 + z2 + 6y − 4x− 8 = 0, M(1, 0, 1).

Розв’язання. Обчислимо частиннi похiднi функцiї S(x, y, z) в точцi M.

∂S

∂x
|M= (2x− 4) |M= −2;

∂S

∂y
|M= (2y + 6) |M= 6;

∂S

∂z
|M= (2z) |M= 2.

За формулою (7) маємо:

−2(x− 1) + 6(y − 0) + 2(z − 1) = 0.

Отже, рiвняння дотичної площини має вигляд:

−2x+ 6y + 2z = 0.

Скориставшись формулою (8), отримаємо рiвняння нормалi:

x− 1

−2
=
y − 0

6
=
z − 1

2
.
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8 Екстремум функцiї кiлькох змiнних.
Нехай функцiя z = f(x, y) визначена в областi D, а точка M0(x0, y0) ∈ D.

Якщо iснує окiл точки M0, який належить областi D i для всiх вiдмiнних вiд
M0 точок M цього околу виконується нерiвнiсть

f(M) < f(M0) (f(M) > f(M0)),

то точку M0 називають точкою локального мiнiмуму(максимуму)[1]. Точки
мiнiмуму i максимуму функцiї називаються точками екстремуму.
Необхiднi умови iснування екстремуму. Якщо функцiя z = f(x, y) має в точцi
(x0, y0) локальний екстремум, то в цiй точцi частиннi похiднi першого порядку
по змiнних x та y дорiвнюють нулю або не iснують.
Достатнi умови iснування екстремуму. Нехай в точцi M0(x0, y0) частиннi
похiднi функцiї по x i по y дорiвнюють нулю. Функцiя має неперервнi частиннi
похiднi другого порядку в самiй точцi M0 i деякому її околi. Якщо

4(x0, y0) = f ′′xx(x0, y0)f
′′
yy(x0, y0)− (f ′′xy(x0, y0))

2 > 0,

то функцiя має в точцi (x0, y0) екстремум, причому максимум при f ′′xx(x0, y0) <
0 i мiнiмум при f ′′xx(x0, y0) > 0. Якщо 4(x0, y0) < 0, то в точцi (x0, y0)
функцiя екстремуму не має.

Алгоритм знаходження екстремуму:
1) знайти стацiонарнi точки функцiї iз системи рiвнянь:

∂f(x, y)

∂x
= 0,

∂f(x, y)

∂y
= 0;

2) у кожнiй точцi обчислити вираз

4(x0, y0) = f ′′xx(x0, y0)f
′′
yy(x0, y0)− (f ′′xy(x0, y0))

2,

i скориставшись достатнiми умовами iснування екстремуму, зробити висновок.

Приклад 9. Знайти екстремум функцiї z = x3 + 8y3 − 6xy + 1.
Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi функцiї:

z′x = 3x2 − 6y; z′y = 24y2 − 6x

i прирiвнявши їх до нуля, отримаємо систему{
3x2 − 6y = 0,

24y2 − 6x = 0,

або
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{
x2 = 2y,
4y2 = x.

Пiдставляючи x = 4y2 в рiвняння x2 = 2y, дiстанемо

16y4 − 2y = 0,

звiдки y1 = 0, y2 = 1
2, тодi x1 = 0, x2 = 1. Отже функцiя має двi стацiонарнi

точки: M1(0, 0), M2(1,
1
2). Знайдемо величину 4(x, y). Оскiльки

f ′′xx = 6x; f ′′yy = 24y; f ′′xy = −6,

то
4(x, y) = 6x · 24y − (−6)2 = 144xy − 36.

Обчислимо величину 4(x, y) в кожнiй стацiонарнiй точцi. Розглянемо точку
M1 : 4(0, 0) = −36, користуючись достатнiми умовами, можемо зробити
висновок, що в точцi M1 функцiя екстремуму не має. Пiдставимо координати
точки M2 в 4(x, y) :

4(1,
1

2
) = 26 > 0, f ′′xx(1,

1

2
) = 6 > 0,

отже точка M2 є точкою мiнiмуму. Обчислимо значення функцiї в цiй точцi:

z(1,
1

2
) = 1 + 8 · (1

2
)3 − 6 · 1

2
+ 1 = 0.

Вiдповiдь: x = 1, y = 1
2 , zmin = 0.

Зауваження. Для того щоб знайти найбiльше та найменше значення функцiї
в замкненiй областi, треба знайти максимуми i мiнiмуми, якi належать областi
а також найбiльше i найменше значення на границi областi. Найбiльше серед
усiх цих чисел - буде найбiльшим значенням, а найменше - найменшим [4].

9 Умовний екстремум функцiї кiлькох змiнних.
Умовним екстремумом функцiї z = f(x, y) називається екстремум, що

набуває функцiя за умови, що змiннi x i y пов’язанi рiвнянням ϕ(x, y) = 0.[1]
Нехай потрiбно знайти екстремальнi значення функцiї z = f(x, y), якщо на
незалежнi змiннi накладено додатковi обмеження заданi у виглядi рiвняння
ϕ(x, y) = 0.

Складемо функцiю Лагранжа:

L(x, y, λ) = z(x, y) + λ · ϕ(x, y).
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Знайдемо екстремум цiєї функцiї, розглядаючи x, y i λ як аргументи. Необхiднi
умови екстремуму в точцi (x, y, λ) функцiї L(x, y, λ):

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂λ
= ϕ(x, y) = 0.

Розв’язуючи отриману систему, дiстанемо точки, в яких може бути екстремум.
Характер точки екстремуму визначаємо за допомогою достатнiх умов

iснування "звичайного"екстремуму, застосовуючи до функцiї L = f(x, y, λ).

Приклад 10. Визначити екстремальне значення функцiї z = (x− 2)2 +2y2−
10, якщо 2x− 2y = 7.

Розв’язання.
Запишемо обмеження в виглядi: 2x − 2y − 7 = 0. Складемо функцiю

Лагранжа
L = (x− 2)2 + 2y2 − 10 + λ(2x− 2y − 7).

Знайдемо частиннi похiднi функцiї L(x, y, λ)

∂L

∂x
= 2(x− 2) + 2λ,

∂L

∂y
= 4y − 2λ,

i прирiвняємо їх до нуля. Дiстанемо систему рiвнянь: 2x− 4 + 2λ = 0,
4y − 2λ = 0,

2x− 2y − 7 = 0.

Звiдки x = 3, y = −1
2 , λ = −1. Маємо точку яка "пiдозрюється"на

екстремум.
Обчислимо

L′′xx = 2, L′′yy = 4, L′′xy = 0

Оскiльки
4(x, y) = 8, z′′xx = 2 > 0,

то користуючись достатнiми умовами iснування екстремуму функцiї,
робимо висновок що в точцi x = 3, y = −1

2 функцiя має умовний мiнiмум.
Обчислимо z(3,−1

2) = −8.5

Вiдповiдь: x = 3, y = −1
2 , zmin = −8.5.
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10 ВАРIАНТИ IНДИВIДУАЛЬНОЇ РОЗРАХУНКОВОЇ РОБОТИ

Варiант 1

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z = arcsin(x− 2y); б) z =

√
1− x2 − y2

2x− x2 − y2 .

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 5x2y4 + 7y5 + 9; б) z =
y

(x2 − y2)5 ;

в) z = (cosx)y3

; г) z = xy2x.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо z = arctg(5x+ 2x4 − 2y), x = 6

t3 , y = cos t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо z = arccos2(x+ 5y), x = 3v2 + u, y = ln v + 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = tg
2x

y
.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

3x2y + ln
x

z
+ 4y = 5.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = (x2 + y2 + z2)
5
2 ,
−→
l =
−→
i −−→j + 2

−→
k , M(1,−1, 1).

7.Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 + 6y + 4z − 8 = 0, M(2, 1,−1).

8. Знайти екстремум функцiї z = 6x− x2 − xy − y2.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = 5x2 − 3xy + y2
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в областi D :
x = 0, x = 1, y = 0, y = 1.

10. Дослiдити функцiю z = xy на екстремум за умови x2 + y2 = 2.

Варiант 2

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z = ln(3x− 6y); б) z =

√
2x− 1

x2 − 2y + y2 .

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 8y2x4 + 3y5 + ln 9x; б) z =
y + x

x2 + 4y2 ;

в) z = (sinx)y2

; г) z = yx2y.

3. Знайти
a) dz

dt , якщо

z = arcsin(x2 − 2y), x =
3

t2
, y = cos 5t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = cos2(4x+ y), x = ln(v2 + u), y = 3v + 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arccos(x− 4y).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

6x3y + cos(3x+ 5y) +
y

z
= 3.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = (x3 + y2 + z2)2,
−→
l = 2

−→
i −−→j +

−→
k , M(1, 0, 1).
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7.Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 − 4xy + 2z − 8 = 0, M(1, 2, 1).

8. Дослiдити на екстремум функцiю z = 15x− 2x2 − xy − 2y2.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї: z = x2 + 2xy − 4x+ 8y
в областi D :

x = 0, x = 1, y = 0, y = 2.

10. Дослiдити функцiю z = x2 + y2 на екстремум за умови x
4 + y

3 = 1.

Варiант 3

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z =
√
x2 + y2 − 9; б) z = arcsin

x+ y

x
.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 7y5x3 + 3x5 + sin 6x; б) z = ln cos (x2 + 4xy2 + 9);

в) z = (cos (3x+ 5))y2

; г) z = (ln y)3xy.

3. Знайти
a) dz

dt , якщо
z = arccos(x3 + 6y), x = 3t2, y = ln 5t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = tg(4xy + y3), x = v2 + u, y = 3 cos v + 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arcsin(y2 − x).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

7y3x2 + ln
x

y
+ x cos z = 5.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = x2 + arctg(y + z),
−→
l =
−→
i −−→j +

−→
k , M(1, 0, 1).
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7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 + 4y + 6x− 2z − 8 = 0, M(−1, 1,−1).

8. Дослiдити на екстремум функцiю z = 9x− x2 − xy − y2.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 − 3xy + y3 в
областi D :

x = 0, x = 2, y = −1, y = 2.

10. Дослiдити функцiю u = x2+y2+2z2 на екстремум за умови x−y+z = 1.

Варiант 4

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z =
√

16− x2 − y2; б) z = arccos
x

y + 1
.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 5y2x3 + 3x4 + tg 6x; б) z = ln (5x4 + 4xy2 + 9
√
x);

в) z = (cos (3y + 4))x3

; г) z = (arctg y)3xy.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = ln
3x

x2 + 6y
, x = t3, y = t ln 5t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arccos(y2x), x = v2 + lnu, y = 3 cos(
v

4u
).

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln
x

3y
.
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5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2z3 + arcsin
y

x
− cos 2z = 4.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = x2 + ln(3y + z),
−→
l =
−→
i + 2

−→
j + 2

−→
k , M(1, 1, 0).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 − 8y − 2x− 4 = 0, M(−1,−1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = 2x3 − 6xy + 2y3 + 9.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = xy(4 − x − y) в
областi D :

x = 0, y = 0, y + x = 6.

10. Дослiдити функцiю u = 2x2+y2+z2 на екстремум за умови 2x−y+z = 1.

Варiант 5

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z =
√
x2 − 4 +

√
y; б) z = arccos

x

2
+ lnxy.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 7y4x2 + 3y2 + ln 6x; б) z =
√

5x4 + 4xy2 + arcsin y;

в) z = (x tg y)u; г) z = (arctg
√
x)xy.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z =
3x2

x+ 6y
, x = cos t2, y = ln 4t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = x3 arctg y + y2x, x = u2 + ln v, y =
v + 1

4u
.
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4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arctg
y

x
.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

sin (3xy2) + z3x+ z ln y = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = z2 + ln(3yx+ x2),
−→
l =
−→
i − 2

−→
j + 2

−→
k , M(1, 1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 3x2 + y2 + 2z2 − 6y − 4x− 4 = 0, M(1, 1, 3).

8. Знайти екстремум функцiї z = x3 − 3xy + y3.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2 + y2− xy+ x+ y
в областi D :

x = 0, y = 0, y + x = −3.

10. Дослiдити функцiю u = x3+y2−z3+5 на екстремум за умови x+y−z = 0.

Варiант 6

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z = arcsin (x− 2) + ln y; б) z =
√

2x− x2 − y2 + lnx− 1.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 3y2x3 + 3x2 + ctg 6x; б) z = ln (6x4 + 4y2) + (arcsin y)2;

в) z = (2y tg y)3x; г) z = (arccosx3)xy.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = x2 lnxy + arctg 3x, x = cos 2t, y = ln 5t+ 3;
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б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arccos (x2 + y) + y2, x = 3u2 + ln v, y = 5v + 1 + ln 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = e
y
x .

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

cos (3y)x2 + z3 + ln (3y + x)z2 = 5.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = z2xy + ln(y2 + x2),
−→
l =
−→
i −−→j + 5

−→
k , M(1,−1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : −x2 − y2 + z2 + 3y − x− 4 = 0, M(1,−1, 2).

8. Знайти екстремум функцiї z = −4x2 − 6y − y2 + 16x+ 3.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = 4(x − y) − x2 − y2

в областi D :
x = 1, y = 1, y + x = −4.

10. Дослiдити функцiю z = 2xy на екстремум за умови 2x2 + y2 = 4.

Варiант 7

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z =
√
x− 2 + ln y + 3; б) z = 6

√
2x+ 6y − x2 − y2 − 6 + ln(x− 1).

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 10y2x3 + 3y5 + ln 6xy + 3; б) z = 5 arccos y · x2 + e4yu2

;

в) z = (ctg 5x)ln 3y; г) z = (sin 3x)xy.

3. Знайти
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a) dz
dt , якщо

z = arccos
x2

√
y
, x = et2, y = ln 4t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = 4 cos(x2 + 3y)y3 x = 5u3 + ln v, y = ln
v + 1

u
.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arccos(4y − x).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

z2 ln(x+ 2y)− y

z
+ x2y = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = 2
√
x+ y + y arctg z,

−→
l = 4

−→
i − 3

−→
k , M(3,−2, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + 3y2 + 3z − 8yz − 2x− 4 = 0, M(1, 1, 1).

8. Знайти екстремум функцiї z = x3 + 3xy + y3 + 9.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = 3x+6y−x2−xy+y2

в областi D :
0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2.

10. Дослiдити функцiю z = 2xy на екстремум за умови x2 + y2 = 1.

Варiант 8

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z = arcsin(y − 2) +
√
x; б) z = 4

√
4− x2 − y2

x2 + y2 − 2x− 2y − 2
.
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2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 12y3x6 + 3x2 + cos (6y + 5); б) z = ln
√

5x4 + xy + arcsin y;

в) z = (ln y + 1)ux2

; г) z = (arccos
√
x)xy.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = e(3x2+6y), x = arccos 2t, y = ln 4t3;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = ln sin
x

3y
, x = u2cos v, y = sin v + 14u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ctg(4y + x).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x

z
+ ln y + 3x+ z3 = 6.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln(3 + x2) + xy2z,
−→
l = −−→i + 2

−→
j − 2

−→
k , M(1, 3, 2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 2x2 − y2 + z2 − 4y − x− 3 = 0, M(−1,−1, 2).

8. Знайти екстремум функцiї z = 3x3 − 9xy + 3y3 + 9.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2 +xy+y2−2x−y
в областi D :

x ≥ 0, y ≥ 0, y + x ≤ 4.

10. Дослiдити функцiю z = 2x2 + y2 на екстремум за умови 3x+ 2y = 4.
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Варiант 9

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z = 5 arcsin(x− 2) + ln (2− y); б) z =
10

√
x2 + y2 − 2y

2− x
.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 6y2 4
√
x3 + 3y5 + ln 7x; б) z = ln cos(x4 + 4xy2) + arcsin 4y;

в) z = x7(tg 4y)u; г) z = (
√
x)y ln x.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = y2ln
3x2

y
, x = arccos t, y = e4t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arctg
2x√
y + 1

, x = u2 + ln v, y = v2 + ln 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arcsin(7x− 3y).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2y + 4eyz − xz3 = 8.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln(y +
√
x2 + z2),

−→
l = −−→i − 2

−→
j +
−→
k , M(−3, 1, 4).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 − 8y − 2x− 4 = 0, M(−1,−1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = x2 + xy + y2 + x− y.
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9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = (x − 1)2 + 2y2 в
областi D :

0 ≤ x ≤ 3, −1 ≤ y ≤ 1.

10. Дослiдити функцiю z = 4xy на екстремум за умови x2 + 2y2 = 1.

Варiант 10

1. Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

а) z =
√

(4− x2) + ln(y + 1); б) z = 4

√
2x+ 4y − x2 − y2 − 1

x2 − 2x+ y2 .

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 6x3 7
√
y4 + 3y5 + arcsin 7x; б) z = arcsin

x3

y
− 4 lnx;

в) z = (x cos 2y)u; г) z = ( 3
√
x)y arccos x.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = y4 + ln(3y2 − e3x), x = arccos t, y = e4t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = ctg 2xy3 +
√
y + 1, x = u3 + ln v, y = v2 + cos 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = x2 arctg
√
y.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

xy2 + 5 ln(z3 + x2) + xz = 8.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln(x2 + z2) + y,
−→
l =
−→
i − 2

−→
j −
−→
k , M(1, 2, 1).
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7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 + 6y + 4x− 8 = 0, M(−1, 1, 2).

8. Знайти екстремум функцiї z = 6x− 3x2 − 6y − 3y2 + 9.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2− xy + y2 + 9x−

6y + 20 в областi D :

0 ≤ x ≤ 3, −1 ≤ y ≤ 2.

10. Дослiдити функцiю z = x2 + 4xy+ 5y2 на екстремум за умови x+ y = 2.

Варiант 11

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = arccos (x+ 1) +
√

(y − 2); б) z =
√

(6x− x2 − y2) + ln (x+ 1)

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 4x6y7 + 3y5 + e6x+5; б) z = ln cos(x4 + 5xy2) + arcsin 4y;

в) z = x7(tg 3y)u; г) z = (
√
x)(y ln x).

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = y2 lnx+ arctg
x2

y
, x = arccos 3t, y = t2 + 5;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arctg
2x+ 1√
3y + 1

, x = 2u+ ln v, y = v3 + cos 4u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln
x2 + 1

3y
.
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5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x3 ln y +
z2

y
− arctg z = 8.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = arctg
y

x
+ xz,

−→
l = −−→i − 2

−→
j + 2

−→
k , M(2, 2,−1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 2x2 − y2 + z2 − 4z + y − 13 = 0, M(2, 1,−1).

8. Знайти екстремум функцiї z = 8x− 2x2 − 8y − 2y2 + 9.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 + y3 − 3yx в

областi D :
x = 0, x = 2, y = 3, y = 0.

10. Дослiдити функцiю z = x2 + xy + y2− 2x− y на екстремум за умови
2x− y = 2.

Варiант 12

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = arccos (x+ 1− y); б) z =
√

(4x− x2 − y2) + ln (y − x+ 2)

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 4 arcsin x+ 3y5x3 + ln 6xy; б) z = ln (5x4√y +
x

y + 1
);

в) z = (3y + 1)x cos u; г) z = (x ctg y)y.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = arcsin
x+ 3

y2 , x = 3t2 + 4, y = ln t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = y4 arcsin (9x+ 3) +
x

y + 1
, x = 2u2 + ln v, y = cos 4u+ 5v.
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4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z =
x3

3y
+ x2y4.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

y2 lnx+
x2

z
− arccos z = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln (1 + x2)− xy
√
z,
−→
l = 4

−→
i −−→j +

−→
k , M(1,−2, 4).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 − 8y − 2x− 4 = 0, M(−1,−1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = x2 − 2xy + y2 + 2x− y.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 + y3 − 3yx в

областi D :
x = 0, x = 2, y = 3, y = 0.

10. Дослiдити функцiю z = xy на екстремум за умови 2x+ 3y = 5.

Варiант 13

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
√

(x− y) + ln (1− x); б) z =

√
2x+ x2 + y2 − 4y + 1

x2 + y2 + 2x

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 5y7 arcsin 2x+ x3 + ln 4xy3; б) z =
√

(y + 1)
x2

y
;

в) z = (
√
u cosx)3y; г) z = (x sin y)y.

3. Знайти
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a) dz
dt , якщо

z = arcsin (x+ 3)y2 + e3x2+y, x = 3 cos t, y = ln 4t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = ln sin
x+ 3

2y + 1
, x = 2 cosu+ 3v2, y = sin 5u+ v.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln (7x3 − 4y).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

y2 ln (x+ 1) + zx2 − arccos z = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln (3− x2) + xy2z,
−→
l = 2

−→
i − 4

−→
j + 4

−→
k , M(1, 3, 2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + z2 − 5yz + 3y − 46 = 0, M(−1,−1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = x2 − 6x+ 2y2 − 9.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2y(4− x− y) в

областi D :
x = 0, y = 0, y + x = 6.

10. Дослiдити функцiю z = 1
x + 1

y на екстремум за умови x+ y = 2.

Варiант 14

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = arcsin (x− 2) + ln y + 2; б) z = 6
√

(16− x2 − y2) + ln (y − x+ 2).

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 4x3y + arccos 4x; б) z = ln (5x4 5
√
y3) + arcsin x2;
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в) z = (cos 4y)x ln u; г) z = (y sinx)y.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = x3 arcsin2√y, x = ln ln t, y = arctg t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = ln (x2 + exy2

), x = 2u+ ln v3, y = sin 4u+ 5v2.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arccos

√
y

x
.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2 ln y +
z2

x
− y arccos z = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = x2 + 2 arctg (z − y),
−→
l = −2

−→
i + 2

−→
j +
−→
k , M(1, 2,−1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 − xz − zy − 4 = 0, M(0, 3, 3).

8. Знайти екстремум функцiї z = −2x2 + 2xy − 4y2 + 8.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї
z = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2 в областi D :

0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2.

10. Дослiдити функцiю u = x−2y+2z на екстремум за умови x2+y2+z2 = 9.

Варiант 15

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = arcsin (x+ y) + ln (y − 2); б) z = 4
√

(9− x2 − y2) + ln (y − x)
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2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 4x5y3 + arcsin 3x+ 7; б) z = 7
√
y3 + exy2

arcsinx;

в) z = u4(sin 3y)x; г) z = (arctg
√
x)

xy
.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = arccos
y

2x
, x = (ln t)2, y = arcctg t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = 2 ln
√

(x2 + 4xy2), x = v2 cosu, y = 4v sinu.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arcsin
2x

y
.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

y3 cosx+
x

y − 4
+ z2 + arccos z = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = y ln (1 + x2)− arctg z,
−→
l = 2

−→
i − 3

−→
j − 2

−→
k , M(0, 1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 − z2 + 2zy − x− 4 = 0, M(−1,−1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = −x3 + 2xy − y3 + x2 + y2 + 4.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = 2xy−3x2 +10−2y2

в областi D :
−1 ≤ x ≤ 1, −2 ≤ y ≤ 0.

10. Дослiдити функцiю z = 2xy на екстремум за умови x2 + y2 = 4.
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Варiант 16

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = ln (x+ y − 3)+ln (y − x+ 3); б) z =
√

4x− x2 − y2 − 4y − 4+ln (x2 − 1)

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 3x4y5 + arcctg 3y + 7; б) z = ln (sin y2 + 3x4y3) + e2x;

в) z = (sin 3x)y2

; г) z = (cos 3x+ 5)yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = arccos
√

2x− y, x = 2t2 + 3, y =
√

3t+ 1;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = 2y3 lnxy, x = cosu+ 4v, y = v + sin 5u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln (3x2 − 3y2).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

y2 ln (xz) + z2 + arccosx2 = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln (1 + x2 + y2)−
√

(x2 + z2),
−→
l = 2

−→
i + 2

−→
j −
−→
k , M(1, 1, 0).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 − z2 − 2xz + 2x− z = 0, M(1, 1, 1).

8. Знайти екстремум функцiї z = 3x3 − 6xy + 3y3 − 3x2 − 3y2 + 8.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 + 8y3 − 6xy + 1
в областi D :

x = 0, x = 2, y = 0, y = 2.

10. Дослiдити функцiю z = 1
x + 1

y на екстремум за умови x+ y = 1.
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Варiант 17

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = arcsin (x+ y − 3); б) z =
√

16− x2 − y2 + ln (x− y).

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = x3y5 + arccos 3y + 7x; б) z = y2 arccosx+ e2xy;

в) z = (ctg 5x)y2

; г) z = (y2 + 1)
y cos x

.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = arccos
2x+ y

x+ 3y
, x = 2t2 + 3, y = ln 3t+ 1;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = ln (x3y + y5 −
√
x), x = u3 + 4v, y = ln (5u+ v2).

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = tg (xy2).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

y2 ln (xz) + z2 + arccosx2 = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u =
√
xy −

√
4− z2,

−→
l = 2

−→
i − 2

−→
j −
−→
k , M(1, 1, 0).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + 3z2 − y − 5x− 4 = 0, M(1, 1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = 6x− 2y + 3x2 + y2 + 4.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = xy(4 − x − y) в
областi D :

x = 0, y = 0, y + x = 6.

10. Дослiдити функцiю z = x2 + 12xy+ 2y2 на екстремум за умови 4x2 +
y2 = 25.
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Варiант 18

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = ln
x+ y

y
; б) z =

√
4− x2 + ln (2y − y2).

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 3x2y4 + arccos 3x+ 7 ln y; б) z = x(sin y)2 + ln (3x3y + 4x);

в) z = (y sin 3x)u; г) z = ( 3
√
y + 1)

y arcsin x
.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = y2 arcsin
√

2x− 1, x = et2+3, y = ln (3t+ 1);

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arcctg

√
x+ 1

y2 , x = lnu+ v2, y = v2 + cos 5u.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arcsin (y2 − 4x).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2 cos (xz) + y4z2 + arccos y2 = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u =
√
xyz + sin (z + 2y),

−→
l = −3

−→
j − 4

−→
k , M(1, 1, 0).

7.Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 − y2 + z2 + y − 5x− 4 = 0, M(1, 2, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = x3 − 3x− 2y3 + 6y + 4.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2−y2 +3y−1 в

областi D :
x = 0, y = 0, y + x = 3.

10. Дослiдити функцiю z = x2 − xy + y2 на екстремум за умови x+ y = 2.
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Варiант 19

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
5

9− x2 − y2 ; б) z =
√

4− x2 − y2 +
x

(x− y)
.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 7
√
y4 + y3 arctg 4x+ 7 lnx; б) z = arccos (5xy3 + x4);

в) z = (lnx+ 2)cos y; г) z = (ctg 3x)y ln x.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = arccos
y√
x
, x = et2, y = ln 2t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = y3 ln
x

y
, x = u2 + 4v, y = arccosu+ v3.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = cos (4xy − 5).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

eyx cos z + z2y + ln
x

y
= 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = z(ln y − arctg x),
−→
l = 4

−→
i + 2

−→
j + 4

−→
k , M(−1, 1,−2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + 4y2 + 3z2 − 6y + 4z − 3 = 0, M(1, 1, 1).

8. Знайти екстремум функцiї z = 2x2 + y2 + 4x− 6y + 4.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 + y3 − 9xy + 27
в областi D :

0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4.

10. Дослiдити функцiю z = x2 + xy+ y2 на екстремум за умови x− y = −4.
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Варiант 20

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =

√
1− x− y

4− x2 − y2 ; б) z =
√

4− y2 +
√

2x− x2.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = y4 + x3 arcsin 4y + 7 lnx; б) z = x2 arccosxy;

в) z = (sinx)
√

y; г) z = (y2 + 1)
y cos x

.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = ln
√
x3 + 4y2, x = exp t, y = sin 2t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arcsin
√
yx+ x2, x = u2 + 4v, y = ln 2u+ v3.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arccos (4x− 5y).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

ez − xyz + y + ln 2x = 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = x2y − 4
√
x2 + 5z2,

−→
l =
−→
i + 4

−→
j −
−→
k , M(−4, 1, 2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : z = 2x2 − y2 − 8xy − 2x− 4y, M(−1, 1, 1).

8. Знайти екстремум функцiї z = 2x3 − 6x− 4y3 + 3y + 4.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2 +y2−6x+4y+4
в областi D :

1 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 3.

10. Дослiдити функцiю z = 0.5x2 − xy на екстремум за умови 2x+ y = 5.
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Варiант 21

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
4√

x2 − y2
; б) z =

√
4y − x2 − y2 + ln (x2 − 1)

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z =
3
√
x5y6 + ln (4xy3 + 6) + 7 arccosx; б) z = y3e4xy + ln (7x2 + y);

в) z = u7(cos y)x; г) z = (arccos
√
y)yx2

.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z =
√
xy5 +

x+ 2y

x2 + 4
, x = cos t, y = arcsin 2t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = y5 ln
x2

y
, x = lnu+ 4v, y = arctg u+ v3.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln (
√
x(y + 1)).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

ln (4y2) cosx+ z2y +
x

z
= 7.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = xy − z arctg x,
−→
l = 4

−→
i + 2

−→
j + 4

−→
k , M(−1, 1,−2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 − 2y2 + z2 − 4y + zx− 13 = 0, M(3, 1, 2).
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8. Знайти екстремум функцiї z = x2 − 3x− y2 − 6y + 4 + xy.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 + y3 − 3xy в
областi D :

−1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 3.

10. Дослiдити функцiю z = x2 − 6x+ y2 + 4y + 2 на екстремум за умови
2x+ 3y = 0.

Варiант 22

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = ln (y + 4) + ln (x− 2); б) z =
√

2x− x2 − y2 + lnx

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 2x3y5 +
x

y4 + arcsin 2x; б) z = ln cos
x

y
+ e3x+2;

в) z = (y ctg x)u2

; г) z = (ln (1 + y2))yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z =
√
xy5 +

x+ 2y

x2 + 4
, x = cos t, y = arcsin 2t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = y5 ln
x2

y
, x = u2 + 4v, y = arctg u+ v3.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = y cos
√
x.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

eyx2

sin z + x2y + ln
x

z
= 7.
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6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = x ln (1 + y2)− arctg z,
−→
l = −3

−→
i + 2

−→
j − 2

−→
k , M(0, 1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 4y2 − z2 + 4xy − xz + 3z − 9 = 0, M(1,−2, 1).

8. Знайти екстремум функцiї z = x3 − 6xy + 8y3 + 2.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2 +y2−4x+2y+3
в областi D :

−1 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 0.

10. Дослiдити функцiю z = x+ 2y на екстремум за умови x2 + y2 = 5.

Варiант 23

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = ln (1− y) + arcsin (x− y); б) z =

√
2x− x2 − y2

1− x2 − y2

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 2x4y3 + lnx+ 3y2 + arctg 2x; б) z = x · arcsin (yx3) + ln y;

в) z = (lnx)u2

; г) z = (arctg xy)y.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = 3
√
yx5 + ln (x2 + 4) + sin (3y + 4), x = t2, y = arccos 2t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = y2 arctg
√
x, x = u2 cos v y = lnu+ v3.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = sin (xy).
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5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x sin y + arctg z − y arcsinx = 6.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = x ln (1 + y2)− arctg z,
−→
l = −3

−→
i + 2

−→
j − 2

−→
k , M(0, 1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : z = x2 + y2 + 8xy − 2x− 4y − 3, M(1,−1, 1).

8. Знайти екстремум функцiї z = x2 + xy + y2 − 2x− y.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2 + yx2 + y2 + 1
в областi D :

−1 ≤ x ≤ 1, −2 ≤ y ≤ 1.

10. Дослiдити функцiю z = x2 + y2 на екстремум за умови 4x+ 3y = 12.

Варiант 24

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = ln (9− x2 − y2); б) z =
√

16− x2 − y2 + ln (y − 1).

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 2y4 +
x

y2 + ln (2x+ 3); б) z = x2 arccos y + e3xy+2;

в) z = (y cosx)u2

; г) z = (sin 2y)yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = ln
1

x2 + y2 , x = cos t, y = sin t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z =
y2

3x
+ arcsin (x2y), x = v2 + 3u, y = cosu+ v2.
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4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln
√
x2 + 4y.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2 cos y + z2 lnx− x

z
= 3.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = 2 ln (x2 − 5) + 4zxy,
−→
l =
−→
i + 2

−→
j − 2

−→
k , M(1, 1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi ,
якщо

S : 3x2 + y2 − z2 − 6y − 2z − 4 = 0, M(1, 1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = xy − 3x2 − 2y2.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2−2y2+4xy−6x+5
в областi D :

x = 0, y = 0, y + x = 3.

10. Дослiдити функцiю z = 2x+ y на екстремум за умови x2 + y2 = 20.

Варiант 25

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z = arcsinx− y; б) z =
√

6x− x2 − y2 + ln (x− 3)

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 2x3y5 +
x− 3

y4 + arccos 2x; б) z = e3xy+2 + ln (x2 + 4y3);

в) z = (x2 + 1)
y
; г) z = (x sin y)y.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = arcsin
x+ y

y
, x = t3 + t, y = sin t;
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б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = ln (x2 + 3y2 + x) + exp cosx, x = vu, y = u+ v2.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arcctg
x

y
.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2 ctg y +
y

z2 − x ctg y = 5.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = y
√
x− (z + x)

√
y,
−→
l = 2

−→
i − 2

−→
j + 2

−→
k , M(1, 1,−2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 4x2 + 3y2 + z2 − 5z − 2y − 4 = 0, M(1, 1, 2).

8. Знайти екстремум функцiї z = −x2 + 2x− y2 + 6y + 4.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2−2y2+4xy−6x+5
в областi D :

x = −1, y = 0, y + x = 3.

10. Дослiдити функцiю z = xy на екстремум за умови 2x+ 3y = 5.

Варiант 26

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
√

6− x2 − y2 +
√
x2 − 2y; б) z = arcsin

x+ y

y
.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z = 2x2y6 +
y − 3

x2 + arccos
√
x; б) z =

√
y + 2 arctg

y

x
;

в) z = (y cosu)x; г) z = (x arcsin y)y.
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3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = 2 ln
√
x3 + 4xy, x = cos t, y = sin t2;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arccos
√
x · 2y, x = vu2, y = u+ v2.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln
x2

y
.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

y2 arcsinx+
x

z2 − x ln y = 5.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = 2 arctg(z − x) + y2,
−→
l = −2

−→
i +
−→
j + 2

−→
k , M(−1, 1, 2).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : −x2 + y2 + z2 − 3y − 2x− 4 = 0, M(1,−1, 2).

8. Знайти екстремум функцiї z = −3x2 + 2xy − 2y2 + 10.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = 2x3−xy2 +5x2 + y2

в областi D :
x = 0, y = 0, x = 1, y = 2.

10. Дослiдити функцiю z = xy на екстремум за умови x2 + y2 = 12.

Варiант 27

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
√

2x− x2 + ln (y + 1); б) z =
√
x2 − y + 2 + ln (2− x)
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2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y функцiй:

а) z = 2x2y3 +

√
x− 3

y4 + arctg 2x; б) z = x2e3xy+2 + ln (x+ 4y);

в) z = (arctg x)y; г) z = (arcsin y)yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = ln
x2 + y

y
, x = cos t, y = sin t;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arcsin
√

(x− y), x = v2 + u, y = u+ v2.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z =
√
y cosx.

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2 ctg z +
x+ 1

z2 − z ln y = 5.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = 4
√
x+ y + 2y arctg z,

−→
l = 4

−→
i − 3

−→
k , M(3,−2, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : −x2 − y2 + 2z2 + 6y − 2x− 7 = 0, M(1, 1, 2).

8. Знайти екстремум функцiї z = x2 − xy + y2 − 2y + 3x+ 1.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x3 + 8y3 − 6xy + 1
в областi D :

x = 0, y = 0, x = 2, y = 2.

10. Дослiдити функцiю z = 2x+ 4y на екстремум за умови x2 + y2 = 20.

44



Варiант 28

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
√
y + 1+arccos (y − x); б) z = ln (y2 − 4x+ 4)+

√
x2 − 2x+ y2 − 8.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z =
4
√
x− 3

y4 + ln (yx2 + 4); б) z = ln (y +
√
x2 + y2);

в) z = (
x

y
)u; г) z = (arctg x)yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = x4 arccos
√
y, x = ln t, y = t2;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = arcsin
x
√
y
, x = cos v + u, y = uv.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln (5x2 − 4y2).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x3 ctg y +
y + 1

z2 − z arccosx = 78.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = arctg
y

x
+ xz,

−→
l = 4

−→
i − 3

−→
k , M(3,−2, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : x2 + y2 + z2 − 8y − 2x− 4 = 0, M(−1,−1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = x2 + xy + y2 − 6y − 9x.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = 4(x − y) − x2 − y2

в областi D :
x = 0, y = −3, x = 3, y = 0.

10. Дослiдити функцiю z = x
2 + y

4 на екстремум за умови x2 + y2 = 4.
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Варiант 29

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
√
y + 2 + ln y − x; б) z = ln (9− y2 − x2) +

√
x2 − y − 1.

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z =
5
√
x+ 5

y4 + y arccos 2x; б) z = ln (y + ln (x2 + y2));

в) z = (x sin y)u; г) z = (arcsin 2x)yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = x4 ln (y +
√
x+ 3), x = t+ 2, y = t2;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = 4 arcsin
2y√
x
, x = ln v + u, y = uv2.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = arctg (5x− 4y).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

x2 cos y +
y − 1

z2 − z ln (3x+ 4) = −4.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = ln (yx+ z) + z2,
−→
l = 2

−→
i +
−→
j − 2

−→
k , M(1, 1, 1).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 4x2 + 3y2 − z2 − 6y − 2z − 4 = 0, M(1, 1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = 8− x2 + 6x− y2 − 6y.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = (x− 1)2 + 3y2 в

областi D :
x = 0, y = 0, y + x = −2.

10. Дослiдити функцiю z = 1
x + 1

y на екстремум за умови x+ y = 1.
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Варiант 30

1.Знайти область визначення функцiї i зобразити її на координатнiй
площинi:

a) z =
√
x− 2 + ln (y + 2x); б) z = ln (4− y2 − x2) +

√
(y − x2 − 2).

2. Знайти частиннi похiднi ∂z
∂x ,

∂z
∂y ,

∂z
∂u функцiй:

а) z =

√
y + 5

x
+ y2 arccos 2x+ 6; б) z = x2y3 + ln (y + lnx);

в) z = (y cosx)u; г) z = (arccos 2x)yx.

3. Знайти

a) dz
dt , якщо

z = ln

√
x+ 5

x+ y2 , x = 4t+ 2, y = 3t2;

б) ∂z
∂u i ∂z

∂v , якщо

z = 4 arctg
y

x
+ x2 ln y, x = v2 + u, y = u+ v2.

4. Знайти ∂2z
∂x2 , ∂2z

∂y2 , ∂2z
∂x∂y i ∂2z

∂y∂x для функцiї z = z(x, y) :

z = ln (y + e−3x).

5. Знайти ∂z
∂x i ∂x

∂y для функцiї, заданої неявно F (x, y, z) = 0:

z3 sin y +
x− 1

z2 − y ln (3x+ 4) = −8.

6. Знайти похiдну скалярного поля u(x, y, z) в точцiM за напрямком l, якщо

u = y(lnx+ arctg z),
−→
l =
−→
i + 2

−→
j − 2

−→
k , M(1, 1, 0).

7. Скласти рiвняння дотичної площини i нормалi до поверхнi S в точцi M ,
якщо

S : 2x2 + 6y2 − z2 − y − 3x− 4 = 0, M(1, 1, 0).

8. Знайти екстремум функцiї z = x3 − 12x− 2y3 + 6y + 4.
9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z = x2 + y2− xy− x− y
в областi D :

x = 0, y = 0, y + x = 4.

10. Дослiдити функцiю z = x2+4yx−2y2 на екстремум за умови x2+y2 = 1.
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